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1. Cíl řešení numerické analýzy procesů a aparátů - matematický model


Ať chceme nebo nechceme, vstupujeme do věku virtuální reality. Inženýrská práce operuje s virtuální realitou ve stále větší míře a jejím základním nástrojem je matematický model procesů. Pod pojmem matematický model rozumíme matematický popis (program) charakteristik systému 
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 (rychlostí, tlaků, koncentrací,...), jako funkce času t, místa 
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 a operačních parametrů 
[image: image3.wmf]a

r

 (geometrie systému, materiálových vlastností, průtoků,...). 


Aby byl tento virtuální model realistický, musí být konfrontován s realitou a prakticky vždy je třeba alespoň některé parametry vyhodnotit z experimentů nebo empirických inženýrských korelací. Týká se to zejména programů CFD (Computer Fluid Dynamics), které nelze chápat jako náhradu experimentů, ale spíše jako nástroj interpretace výsledků experimentu. Takto pojímaný matematický model je jedním ze základních nástrojů diagnostiky aparátů a procesů. Pokud jsou matematické modely dostatečně přesné, mohou být využity pro optimalizaci operačních i návrhových parametrů.
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Matematický model by měl být co nejjednodušší, což se týká především stanovení toho, které charakteristiky Φ je třeba určovat (např. identifikace klíčových složek chemických reakcí), určení dominujících mechanizmů přenosu (molekulárního, konvektivního, radiačního), vliv nelinearit (laminární versus turbulentní režim toku, použitelnost teorie malých deformací) a koneckonců i posouzení toho, zda vůbec lze model postavit na základě mechaniky kontinua.


Významnou součástí návrhu je i rozhodnutí, které nezávisle proměnné (t,x,y,z) jsou nezbytně nutné při popisu procesu – dimenzionalita modelu a využití geometrické symetrie:

Φ(x), Φ(x,y),Φ(x,y,z)-stacionární 1D,2D,3D

Φ(t) ,Φ(t,x) ,Φ(t,x,y),Φ(t,x,y,z)-nestacionární 0D,1D,2D,3D

Začátečník se obvykle snaží navrhovat matematický model vždy ve 3D tak, aby zachoval věrnou geometrickou podobu reálného objektu. Výpočtová síť 3D modelu je ale nutně poměrně hrubá a korespondující aproximační chyba pak může být větší než chyba, způsobená zjednodušením geometrie.

Příklady demonstrující důležitost volby správné míry zjednodušení:

P1
Pračka prádla. Zdánlivě jednoduchý aparát, ale nesmírně komplikovaný z hlediska tvorby matematického modelu, který by měl posoudit třeba vliv různých variant přívodu pracího roztoku nebo sprchování. Komplikace jsou způsobeny přítomností praného materiálu: silně heterogenní struktura, velké částice, silné interakce a nelinearity. Za těchto okolností musí být modelování založeno na experimentech. Asi jediné, co lze v tomto případě modelovat matematicky je časový průběh střední teploty vody 
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 a střední koncentrace mycího prášku 
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, což je typická aplikace kompartment modelu – řešení obyčejných diferenciálních rovnic. Je asi paradoxní, že pro popis takto složitých systémů jsou vlastně použitelné jen ty nejjednodušší modely (podobná situace je třeba při studiu toku celých kusů ovoce nebo masa v průtočných ohřívačích, vyprazdňování zásobníků dlažebních kostek apod). 

P2
Chladicí vitrína, průběhy teplot v kelímcích se salátem. Cílem je zjistit teplotní historii obsahu kelímků a využít ji pro predikci růstu mikroorganizmů a průběhu enzymatických reakcí. V tomto případě je třeba ocenit význam jednotlivých mechanizmů transportu tepla na povrchu kelímků (radiace, nucená a přirozená konvekce) a posoudit možnost využití inženýrských korelací ke stanovení součinitele přenosu tepla α. Hodnota Biotova čísla (Bi=αH/λ)pak bude rozhodující pro výběr dimenze numerického modelu popisu teploty uvnitř kelímku: pro Bi<1 se stačí omezit na výpočet časových průběhů střední teploty kelímků 
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, což je snadno řešitelná obyčejná diferenciální rovnice (např. MATLABem), zatímco při Bi>1 bude nutné použít 2D nebo 3D model 
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 a např. metodu konečných prvků (FEM). Neřešený problém: vliv zvlnění povrchu.

P3
Spalovací komora. Výběr matematického modelu záleží na tom, co se spaluje (práškové palivo nebo zemní plyn) a především na tom, co se od modelu očekává. Pokud je např. hlavním cílem jen hrubý návrh spalovacího zařízení, zjištění výkonu a koncentrací složek jako třeba CO2, stačí relativně jednoduché kompartment modely, nahrazující spalovací prostor několika vzájemně propojenými ideálními reaktory, v nichž se předpokládají konstantní teploty a koncentrace složek např.
[image: image8.wmf])

(

)

(

1

1

t

c

t

=

F

, ..., 
[image: image9.wmf])

(

)

(

6

6

t

c

t

=

F

, 
[image: image10.wmf])

(

)

(

1

7

t

T

t

=

F

,... 

[image: image552.wmf])

,

,

(

a

x

t

r

r

F

[image: image553.wmf]x

d

v

[image: image554.wmf]'

x

d

r


Hydrodynamika reaktoru by v tomto případě byla charakterizována jen třemi parametry: f (poměr průtoků v paralelních zónách), q (intenzita příčného promíchávání) a poměr objemů paralelních zón. Tyto tři parametry se dají vyhodnotit např. z experimentů typu vzruch-odezva použitím radionuklidů jako značkovací látky. Kinetika tvorby CO2 není příliš komplikovaná a celý systém lze popsat relativně malým počtem obyčejných diferenciálních rovnic. Situace se výrazně změní, když je např. požadována predikce emisí NOx. Příslušné reakční mechanizmy jsou totiž mnohem komplikovanější a extrémně citlivé na lokální teploty. Koncept propojených ideálních reaktorů se v tomto případě nahrazuje metodami CFD, které rozdělují spalovací prostor na řádově stovky tisíc elementů charakterizovaných rychlostmi proudění, tlaky, teplotami, koncentracemi a lokálními statistikami turbulence (např. kinetickou energií turbulence k, dissipací kinetické energie turbulence ε). I když se modeluje jen zjednodušená kinetika tvorby NOx (např.Zeldovičův mechanismus termálních NOxů je reprezentován jen čtyřmi rovnicemi) znamená to, že se musí řešit soustavy řádově desítek milionů nelineárních rovnic ve 3D. Vzhledem k symetrii např. válcového spalovacího prostoru lze problém někdy zjednodušit na 2D, což je velmi významné – místo milionu stačí modelovat při stejné přesnosti jen zhruba deset tisíc kontrolních objemů. Efekt je výrazný, ale je třeba vzít v úvahu to, že někdy může existovat 3D proudění i v systému s geometrií 2D – většinou se to pozná podle toho, že se nedaří dosáhnout konvergujícího ustáleného řešení ve 2D.

P4
Radiátor ústředního topení - topné těleso tvořené soustavou paralelních kanálů, kterými proudí horká voda směrem shora dolů. Cílem je zjistit vliv umístění přívodu a geometrie rozváděcího i sběrného kanálu na rozložení průtoků do paralelních kanálů. Pro volbu typu matematického modelu jsou rozhodující dva faktory: Reynoldsovo číslo ve všech partiích radiátoru není v daném případě větší než 30, takže proudění bude téměř všude laminární, a dále teplota kapaliny se snižuje směrem dolů, tudíž jde o případ toku, který je podporován vztlakem (buoyancy aided flow) - nemělo by tudíž hrozit nebezpečí nestabilit. Pro řešení rychlostního a teplotního pole byl použit 3D model CFD, leč ani 1.5 milionu kontrolních objemů (FLUENT) nestačí k dosažení alespoň přijatelných výsledků – lepší shody s teplotními profily registrovanými termokamerou (viz obrázek) dosáhlo CFD řešení s modely turbulence (!). To jistě nelze interpretovat tak, že by skutečné proudění bylo turbulentní (alespoň v celé oblasti toku), ale spíše tak, že i 3D modely s nutně relativně hrubou sítí mohou dávat zcela falešné výsledky. Jde o typickou ukázku problému, kdy je daleko vhodnější (a nejen rychlejší) použít místo 3D modelu jednoduchý 1D model, využívající inženýrské korelace pro výpočty tlakových ztrát, implementovaný metodou konečných prvků např. v programu FEMINA, viz obrázek.
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P5 Pečení oplatek za výšeného tlaku. Extrémní zjednodušení: homogenní model (pouze tři funkce času: teplota, tlak, vlhkost) charakterizující proces ohřevu a odpařování vody (první i druhou fázi sušení). Expanzi materiálu a tvorbu krusty je třeba popsat parciálními diferenciálními rovnicemi – založených na vhodné inženýrské abstrakci.

Pro řešení uvedených problémů lze zpravidla použít komerční software, který lze zhruba rozdělit do dvou skupin

-Programy pro strukturní analýzu konstrukcí (pružnostní výpočty) – statické i dynamické výpočty deformací, napětí a teplotních polí: ANSYS, ABAQUS, NASTRAN, COSMOS, a stovky dalších, program ryze české provenience PMD. Prakticky bez výjimky jsou programy založeny na metodě konečných prvků.

-Programy pro výpočty proudění (computer fluid dynamics CFD) – tj. rychlostí, tlaků, teplot, koncentrací: FLUENT, CFX, CD-STAR, FIDAP, POLYFLOW a opět řada dalších, z české provenience FEMINA. Většina programů CFD je založena na metodě konečných objemů, některé i na metodě konečných prvků.

Nepřehlédnutelný je trend prolínání těchto dvou skupin, především rozšiřování programů určených původně jen pro strukturní analýzu i o moduly výpočtu proudění. Ref. Sydney 2006-10-01

Důležité poznámky:


Naučte se poznat, které problémy jsou lineární a které nelineární. To se dá poznat jen tak, že víte, jaké rovnice problém popisují. Pokud je daný problém lineární a pokud je jednoduchá geometrie, lze nalézt analytické řešení. Povšimněte si, že do této skupiny patří prakticky všechny problémy, řešené např. PHTH.


Pokud je geometrie jednoduchá dá se problém popsat soustavou algebraických nebo obyčejných diferenciálních rovnic. K řešení se pak dá použít Excel nebo Matlab.


Těžko řešitelné problémy: heterogenní systémy, anizotropie, fázová rozhraní, silné nelinearity. Problémy, kde důležitou roli hrají velmi malá a současně velmi velká měřítka času (např. extrémně rychlé a pomalé reakce) a prostoru (např. silný vliv maličkých turbulentních vírů, nebo vliv přisávání tekutiny malými otvory,...).

2. Fyzikální principy modelů systémů

Aproximace charakteristik systémů ( se stanovují buď z experimentů nebo tak, aby byly splněny některé základní fyzikální principy, na nichž je modelovaný proces založen. Hovoříme o modelech typu

- Black box (černá krabička) – model založen výhradně na porovnání s experimentem. Nejdůležitější případ jsou neuronové sítě – koeficienty se stanoví během procesu učení neuronové sítě, což je neustálé porovnávání predikce sítě s experimentálně zjišťovanými výstupy pro měnící se vstupní (operační) parametry. Dalším příkladem je identifikace přenosu systému ((t), ze změřeného časového průběhu vstupu x(t) a výstupu y(t) systému.

- White box (bílá krabička) – model je založen výhradně na ověřených fyzikálních principech: a) na bilancích hmoty, hybnosti, tepla, b) na energetických principech, kdy např. hledané řešení minimalizuje celkovou energii systému, c) na simulacích náhodných pohybů a interakcí fiktivních částic (metody Monte Carlo, Boltzmann lattice…). 

Existuje ovšem řada modelů, které se nachází mezi těmito extrémy (grey box). Příkladem jsou kompartment modely průtočných systémů, respektující fyzikální princip zachování hmoty, ale další principy (třeba bilance impulsu) jsou u nich nahrazeny empirickými korelacemi nebo daty. Celý tento kurz, i následující odstavce se orientují na modely typu white box, které jsou založeny na mechanice kontinua (a nebudeme se zabývat metodami typu Monte Carlo).

2. Variační a diferenciální formulace – Eulerovy rovnice


Principy popisu systémů mohou být variační (princip minima nebo maxima vhodně definované energie, princip virtuální práce) nebo mít podobu diferenciálních rovnic. Výhodou variačních principů je názornost a to, že se dá přesně říci, která z několika možných aproximací je nejlepší (dává nejmenší/nejvyšší hodnotu energie). Vyřešíte např. úlohu stanovení deformací konstrukce metodou konečných prvků pro dvě různé sítě, třeba i se stejným počtem, ale jiným rozložením elementů: porovnáním energií se dozvíte, která z těchto variant je přesnější. Energetické (variační) principy však nejsou tak univerzální jako bilance, vyjádřené diferenciálními rovnicemi, protože z každé variační formulace lze odvodit příslušné diferenciální rovnice (Eulerovy Lagrangeovy rovnice) i okrajové podmínky, ale obráceně to neplatí. 


Variační metody operují s pojmem funkcionálu (na rozdíl od funkce je argumentem funkcionálu funkce a nikoliv proměnná), a s pojmem variace funkcionálu (slovo variace vyjadřuje malou změnu, v daném případě změnu hodnoty funkcionálu odpovídající mírně změněné funkci – argumentu). Variace funkcionálu je analogií úplného diferenciálu funkce a i techniky variování funkcionálu jsou podobné diferencování funkce (platí např. stejná pravidla jako při derivování součinu). Přesný význam variace funkcionálu a jeho souvislost s obyčejnou derivací plyne z definice: 
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Pozn: f(hu) je funkcionál vzhledem k funkci u, ale obyčejná funkce vzhledem k proměnné h.

Příklad: 
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variace 
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Transformace funkcionálu na Eulerovy Lagrangeovy diferenciální rovnice je vždy spojena s aplikací Gaussovy věty, připoměňme
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kde P může být cokoliv (skalár, vektor , tenzor, včetně operátoru skalárního součinu). Nejčastější variantou Gaussovy věty je Greenova formule uplatňovaná na následující případ (zobecnění integrace „per partes“ na 2D a 3D integrály)
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 z čehož plyne 
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(2.1)

Integrandem na levé straně je součin druhých derivací řešení u s funkcí v, zatímco na pravé straně je součin jen prvních derivací. Požadavky na hladkost řešení u se snížily, což bylo cílem použití Greenovy formule.

Poznámka: Symbolický zápis je možná přehledný, ale někdy může vést k chybám – při odvozování je proto lepší pracovat s indexovou notací, viz předchozí příklad
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Použitím Greenovy věty můžeme každé variační formulaci problému (např. řešení, které minimaluje nějakým způsobem definouvanou energii) přiřadit parciální diferenciální rovnice (tzv. Eulerovy rovnice) a dokonce i jim odpovídající okrajové podmínky (tzv. slabé okrajové podmínky), viz 

Příklad aplikace Greenovy formule na variaci funkcionálu (možná nekonkrétní, ale typický):
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složkově 
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Aplikace Greenovy věty přenese derivaci variace 
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Z požadavku nulové variace funkcionálu W pak plynou Eulerovy rovnice 
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a přirozené okrajové podmínky 
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Eulerovy rovnice jsou v tomto případě Poissonovy rovnice pro složky vektoru 
[image: image28.wmf]u
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 se slabými okrajovými podmínkami nulových normálových derivací.

2. Mechanika pružných těles a Lagrangeův variační princip


Při analýze statiky a dynamiky pružných těles se jako primitivní veličina volí zpravidla posuvy 
[image: image29.wmf]u
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, zatímco odvozené veličiny jsou deformace, charakterizované tenzorem malých deformací e [-], 
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(2.2)

a napětí [Pa] (Hookův zákon pro lineární a izotropní materiál)
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(2.3)

Vyšetřování rovnováhy systému a výpočet posunutí jednotlivých bodů konstrukce 
[image: image33.wmf])

(

x

u

r

r

 vychází z energetických principů. Nejjednodušší a nejčastěji používaný Lagrangeův variační princip praví, že ve stavu rovnováhy je celková potenciální energie systému minimální. Celková potenciální energie W má dvě složky: Deformační (vnitřní) energii Wi a potenciální energii vnějších sil We . Do vnějších sil zahrnujeme objemové síly (gravitace), povrchové síly (vnější tlak) i osamělé síly. Všechny tyto složky lze využitím konstitutivní rovnice vyjádřit jako funkcionál jediné primitivní funkce – posunutí 
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(2.4)
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Z předchozích vztahů je zřejmé, že deformační energie tělesa je kvadratickou funkcí posuvů, zatímco potenciální energie vnějších sil (ty jsou dané) je pouze lineární funkcí posuvů. Celková energie je tedy kvadratická plocha mající jediné minimum, optimální rozložení posuvů – to je řešení.
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Jak patrno celý problém se redukuje na hledání minima funkcionálu. Jediné omezení představují okrajové podmínky – předepsaná posunutí, zpravidla na části hranice oblasti.


Protipólem Lagrangeova variačního principu je Castiglianův variační princip minimalizace komplementární energie W* systému vyjádřené jako funkcionál tenzoru napětí. Používají se i smíšené variační principy, které uvažují funkcionály jak napětí tak posuvů (Hellinger Reissner) nebo i deformací (Hu-Washizu). Všechny variační principy vyplývají z obecného principu rovnováhy, např. Lagrangeův variační princip vyplývá z principu virtuálních posuvů, zatímco Castiglianův variační princip je důsledkem principu virtuálních sil.

Co je pro pružnost specifické – nelinearity způsobené velkými deformacemi nebo velkým posunutím či rotací. Tenzor malých deformací totiž není příliš dobrou charakteristikou deformací materiálu, protože když např. vyčíslíme jeho složky v libovolném bodě dokonale tuhého tělesa, které se jen pootočí o nějaký úhel, zjistíme, že jsou nenulové (viz následující příklad). Složky tenzoru malých deformací se blíží se k nule jen pro velmi malé úhly natočení, což je fyzikálně nepřijatelné, protože pouhé natočení tuhého tělesa přece žádnou deformaci a žádná korespondující napětí nevyvolá. Místo tenzoru malých deformací je tudíž třeba v případech, kdy dochází k velkým deformacím, posuvům nebo natočením, použít např. Greenův symetrický tenzor velkých deformací
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(2.5)
Z tohoto vztahu je patrné, že tenzor malých deformací je limitou Greenova tenzoru pro dostatečně malé složky gradientu posunutí a dále to, že Greenův tenzor je obecně kvadratickou a nikoliv lineární funkcí posuvů 
[image: image39.wmf]u

r

. Nelinearita je vždy zdroj problémů, řešení nelineárních úloh je řádově náročnější než řešení lineárních problémů. Pouze u lineárních problémů totiž není nutné iterovat a vždy je zajištěna jednoznačnost řešení (Laxův teorém).

Příklad: Greenův tenzor deformace při rotaci tělesa kolem osy z
Uvažujme obecný bod tuhého tělesa daný kartézskými souřadnicemi x,y a cylindrickými souřadnicemi r,(
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Posuvy ve směrech x,y, které odpovídají natočení tělesa o úhel 
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 kolem osy z (v kladném smyslu, tj. proti pohybu hodinových ručiček)
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Parciální derivace obou posuvů vzhledem k x (je třeba derivovat jako složenou funkci, přičemž 
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Z těchto vztahů plyne, že tenzor malých deformací je nulový jen pro nulový úhel natočení 
[image: image51.wmf]w
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, zatímco např. složka Greenova tenzoru
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je nulová pro libovolný úhel natočení. Totéž lze dovodit i pro ostatní složky Greenova tenzoru, z čehož plyne, že pootočení tělesa žádnou deformaci nevyvolá.

Příklad: Deformace jako míra protažení materiálového vlákna 
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Ukážeme, že změnu délky materiálového vlákna (nekonečně krátkého) po deformaci (konečně velké) lze vyjádřit právě Greenovým tenzorem.
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A-B jsou koncové body vlákna před deformací

A’-B’ tytéž body po deformaci

(apostrofem označujeme veličiny v deformovaném stavu)

Prodloužení materiálového vlákna ve složkové notaci (i=1,2,3)
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Porovnáním získáme vztah pro vektor deformovaného vlákna
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Prodloužení vlákna 
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Geometrické nelinearity se projeví tehdy, když není du/dx mnohem menší než 1 (je to bezrozměrná veličina) a mohou způsobit nestability, zborcení konstrukcí. Další příčinou nelinearit vztahu mezi napětím a deformací jsou materiálové nelinearity (plasticita, hyperelasticita-pryže apod). V mechanice pružných těles je běžné vyjadřovat i materiálové nelinearity specifickou formulací funkcionálu energie a ne tak, že by se přímo definovala konstitutivní rovnice jako závislost napětí na deformaci (i to je rozdíl proti přístupu, používaném v mechanice tekutin, kde se např. vyjadřuje nelineární závislost viskozity na tenzorech rychlosti deformace, viz např. mocninové kapaliny).


Komplikace (a nejen při čtení programových manuálů) způsobuje mimo jiné to, že při konečných deformacích je i stav napjatosti popisován různými tenzory napětí – odlišnosti jsou dány tím, že vnitřní síly mohou být vztaženy buď k deformované plošce dA’ nebo k původní nedeformované plošce dA (nedeformované konfiguraci). Lze je však navzájem přepočítávat: Například tenzor tzv. skutečných Cauchyho napětí 
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 (odpovídá deformované konfiguraci) je s prvním Piola-Kirchhoffovým tenzorem 
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 a druhým Piola-Kirchhoffovým tenzorem 
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 (které jsou vztažené k nedeformované konfiguraci), vázán vztahem (tečky označují skalární součiny)
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) je deformační gradient a 
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 je vektor diferenciálních sil. Poznamenejme, že první Piola Kirchhoffův tenzor napětí 
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 je nesymetrický a druhý Piola Kirchhoffův tenzor 
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 je symetrický. Pomocí těchto tenzorů je možné vyjádřit hustotu deformační energie W jako dvojtečkový součin tenzoru napětí a tenzoru deformace – je ovšem třeba vybrat vždy tu správnou (komplementární) dvojici, např. symetrickému tenzoru Greenovy deformace 
[image: image70.wmf]e

r

r

 odpovídá symetrický tenzor druhých Piola-Kirchhoffových napětí 
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, zatímco nesymetrickému deformačnímu gradientu 
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 odpovídá nesymetrický první Piola Kirchhoffův tenzor napětí 
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. Tato komplementarita se projevuje i ve vztazích mezi napětím, deformací a hustotou deformační energie typu 
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Příklad: Vzpěradlo


Dvě symetrická kloubově uložená táhla, zatížená ve styčníku silou, jsou typickým příkladem konstrukce, kterou je třeba analyzovat na ztrátu stability („procvaknutí“ styčníku – podobná situace je třeba propadnutí víka nádrže, zatížené sněhem).
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A) Malé deformace  
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B) Deformace Green 
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C) Konečné posunutí z Pythagorovy věty,deformační energie 
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Potenciální energie vnějších sil je 
[image: image81.wmf]Fu
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. Minimalizací celkové energie (derivací dle posunutí styčníku u) získáme lineární vztah mezi silou a posunutím jen dle teorie malých deformací
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V případech B), C) je tato závislost nelineární a predikuje ztrátu stability (při zatěžování zápornou silou). Varianta C souhlasí i s výsledkem, který získáme bezprostředně z rovnice rovnováhy sil ve styčníku
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Z závislosti F(u) lze poměrně snadno stanovit kritické zatížení – dF/du=Kt =0, kde Kt je tečná tuhost (ztráta stability odpovídá situaci, kdy nekonečně malý přírůstek zatížení způsobí konečně velkou deformaci). Použití Greenova tenzoru konečných deformací predikuje rovněž ztrátu stability, ale je pouhou aproximací.

2. Proudění kapalin 


Primitivní veličiny u proudění kapalin jsou zpravidla rychlosti a tlak 
[image: image85.wmf]v
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,p (u turbulence střední hodnoty 
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), odvozené veličiny pak rychlost deformace [1/s], vířivost [1/s], napětí [Pa]. Je zde řada analogií s mechanikou pružných těles, např. tenzor rychlosti deformace je definován stejně jako tenzor malých deformací 
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(2.6)

a i konstitutivní rovnice pro tenzor napětí Newtonských kapalin odpovídá Hookovu zákonu
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(2.7)

Vztah mezi první a druhou viskozitou (Stokesův předpoklad). Stopa tenzoru celkových napětí by měla být trojnásobkem tlaku p a uvažme, že stopa tenzoru rychlosti deformace je divergence rychlosti
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U proudění nestlačitelných tekutin představuje tlak naprosto nezávislou veličinu, kterou je třeba počítat současně s rychlostmi. Pro proudění kapalin je problém stanovení tlaku typický, ale může se výjimečně objevit i u některých pružných těles (např. pryže), která se také chovají jako prakticky nestlačitelná (pro tyto materiály je 
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 takže nelze použít Hookův zákon).

2. Variační metody popisu proudění 


U proudění je těžší než v mechanice těles formulovat jasný a zřetelný variační princip – jde to jen ve speciálních případech (možná by bylo lepší vycházet z entropie?): 

A)
Princip minima kinetické energie je použitelný při potenciální proudění, tj. když se dá vektor rychlosti vyjádřit jedinou skalární funkcí, potenciálem rychlosti, 
[image: image94.wmf]j
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. Takové rychlostní pole má nulovou rotaci (vířivost) a tento požadavek může být splněn jen když se neprojevuje vliv viskozity, například při proudění ideální tekutiny. Aproximace rychlostního pole potenciálem rychlosti je ale přijatelná i pro popis proudění vazkých kapalin pórézním prostředím, kdy můžeme zanedbat zbržďující efekt stěny (lze požadovat jen to, aby byla nulová normálová a nikoliv tečná složka rychlosti na stěně, dochází tedy ke skluzu na stěně).

Okrajové podmínky třetího druhu pro normálovou složku rychlosti 
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 (např. q=0 na stěně). Potenciál rychlosti minimalizuje funkcionál celkové kinetické energie
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Pozn.: Totéž platí i pro teplotní pole, stačí místo potenciálu rychlosti uvažovat teplotu. 

B) V obecném případě vířivého proudění variační principy neplatí (příčinou je konvekce). Pouze u plouživého proudění, kdy je konvektivní zrychlení zanedbatelné (Re<<1), lze použít princip minima dissipované energie. Pro vyšší hodnoty Re a pro nestlačitelné kapaliny lze odvodit alespoň pseudoextremální variační princip 
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(2.9)
Termín pseudoextremální je použit proto, že vektor v0 je konstantní, neúčastní se variace - variací funkcionálu se získají Navierovy Stokesovy rovnice jako Eulerovy rovnice pouze při konstantním v0. 

Zřetelný fyzikální význam a interpretaci má výše uvedený funkcionál jen v případě plouživého toku: Podmínka nulové variace funkcionálu pak odpovídá minimu dissipovaného výkonu vazkým třením s omezující podmínkou nulové divergence rychlosti (Kardestuncer FEM Handbook 1987). 


Vyplývá to ze vztahu pro hustotu dissipovaného výkonu 
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rozměrově W/m3

Variace výše uvedeného funkcionálu se týkala polí rychlostí a tlaku. Tlak je veličina, která při numerickém řešení přináší řadu problémů a komplikací, ale metodou pokutové funkce (penalty method) lze tlak eliminovat a uvažovat jen variace rychlostí. Místo tlaku p se dosadí divergence rychlosti násobená dostatečně velkým číslem (pokutovým parametrem) – tato úprava je založena na představě pseudostlačitelné kapaliny, která na narušení rovnice kontinuity reaguje změnou tlaku (kladná hodnota divergence rychlosti znamená, že se v daném místě kapalina akumuluje a je třeba ji vypudit drastických zvýšením tlaku 
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Metoda pokutové funkce je pro svou jednoduchost často používána, ale její výsledky jsou dosti citlivé na volbu penalizačního parametru - Kardestuncer doporučuje volbu 
[image: image102.wmf]e

 v rozmezí 10-6 až 10-12 (ale pro formulaci v bezrozměrných proměnných).

2. Diferenciální rovnice popisu proudění - Navier Stokes


Základem většiny modelů proudění reálných tekutin tedy nejsou variační principy, ale Navierovy Stokesovy rovnice, vyjadřující bilanci hybnosti ve směrech x,y,z. Tuto trojici rovnic lze pro zcela obecný případ proudění stlačitelných tekutin napsat v symbolickém tvaru takto 
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(2.10)

a řešit tyto bilance hybnosti spolu s rovnicí kontinuity (celkem tedy 4 neznámé a 4 rovnice)
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(2.11)

Navierovy Stokesovy rovnice platí univerzálně, tedy i při turbulentním režimu proudění. Turbulence je charakterizovaná tím, že existuje jen nestacionární a neperiodické řešení Navierových Stokesových rovnic, přesněji řečeno neexistuje stacionární řešení, které by bylo necitlivé na konečně velké perturbace (poruchy). Přímé řešení NS rovnic (DNS-Direct Navier Stokes) pro turbulentní režim je však extrémně časově náročné (turbulentní proudění má chaotický charakter a numerický popis by musel zachytit neustálený pohyb i těch nejmenších Kolmogorovských vírů). Prakticky použitelné modely turbulentního proudění tedy řeší zjednodušené NS rovnice, v nichž fluktuující okamžité hodnoty rychlostí a tlaků jsou nahrazeny středními hodnotami a místo skutečné viskozity se použije turbulentní viskozita vyjadřující vírový přenos hybnosti (metody RANS-Reynolds Averaging Navier Stokes). Kompromisem mezi metodami DNS a RANS jsou metody simulace velkých vírů (LES-Large Eddy Simulation), stejně jako u DNS se řeší problém neustáleného rychlostního a tlakového pole (modeluje se pohyb velkých turbulentních vírů), z něhož se až ex post vyhodnocují střední veličiny. Nejde se však do všech detailů, tj. nesimuluje se pohyb turbulentních mikrovírů. Jejich vliv se zahrne do modifikované viskozity nebo přídavných napětí, odvozovaných z modelů turbulence typu RANS. 

Při numerickém modelování je rozhodnutí o tom, jaký režim toku nastává, obtížné (hezkým úvodem do této problematiky je monografie Versteeg 1995). Obecně lze říci, že turbulence vzniká v místech, kde má rychlostní profil inflexi (výtok paprsku do stagnantní tekutiny, směšování paralelně se pohybujících vrstev, úplav za překážkou, paralelní obtékání desky), což jsou tzv. případy nevazkých nestabilit, ale k turbulenci může dojít i tehdy, když rychlostní profil inflexi nemá (proudění v trubce), tzv. vazké nestability. Vodítkem je Reynoldsovo číslo nebo Rayleighovo číslo v případě přirozené konvekce, ale jejich kritické hodnoty jsou známé jen pro nejjednodušší případy: proudění v trubce Rec > 2000 (většinou 2300), paralelní tok ve štěrbině Rec > 1000, Couettovský tok mezi válci Rec > 300, příčné obtékání válce Rec > 400, vlečný tok v dutině Rec > 8000, mezní vrstva při podélném obtékání desky Rec > 500000. Přechod do turbulence ovlivňují i další faktory, zakřivení kanálu, přepážky (snížení Rec až na cca 100), vlastnosti tekoucího media (např. heterogenní systémy, částice v kapalině mohou snížit Rec při proudění v trubce pod 1000, ale třeba i výrazně zvýšit nad 7000 v závislosti na rozměrech a koncentraci částic). To, že je Re<Rec ještě neznamená, že musí existovat ustálené proudění: např. při příčném obtékání válce je zajištěno ustálené proudové pole bez recirkulační zóny za válcem jen pro Re<4, oblast Re<40 je charakterizována vznikem recirkulačních a mírně pulzujících zón, které se pro 40<Re<400 odtrhávají a tvoří odplouvající 2D, později dokonce 3D vírovou strukturu (Re>200), tzv. Kármánovu vírovou stezku. Teprve při překročení Re=400 lze ale hovořit o vyvinuté turbulenci – chaotickém vířivém pohybu tekutiny.


U stlačitelných tekutin je hustota funkcí tlaku a teploty, takže je třeba k NS rovnicím a rovnici kontinuity připojit ještě rovnici bilance energie (vyjádřenou např. jako transportní rovnici entalpie), stavovou rovnici (p,v,T) a vztah mezi entalpií a teplotou (celkem tedy 7 rovnic pro 7 neznámých: vx,vy,vz,p,(,h,T). To, že je tekutina stlačitelná, se projeví konečnou rychlostí šíření tlakových změn, tj. konečnou rychlostí zvuku (u nestlačitelných látek je tato rychlost nekonečná). V závislosti na poměru rychlosti proudění a rychlosti zvuku (Machovo číslo) se pak mění i typ řešených parciálních rovnic. Pro malé Machovo číslo (nestlačitelné tekutiny) je systém NS rovnic eliptický u stacionárních a parabolický u nestacionárních problémů, zatímco pro Ma>1 (nadzvukové proudění) je systém hyperbolický. Co to znamená? U eliptických problémů vše souvisí se vším – řešení v určitém místě x je ovlivněno všemi okolními hodnotami a okrajovými podmínkami (typická situace u pružných těles – posunutí v libovolném místě vyvolá deformaci v celém tělese). U parabolických problémů také souvisí vše se vším, s výjimkou jediné evoluční proměnné t, která vyjadřuje princip kauzality: řešení v čase t, závisí jen na předchozí historii, tj. na hodnotách (<t (evoluční proměnná t nemusí být nutně jen čas, může to být i prostorová souřadnice, např. vzdálenost od náběžné hrany, charakterizující vývoj, evoluci, mezní vrstvy v blízkosti stěny). U hyperbolických systémů je „oblast vlivu“ omezená konečnou rychlostí šíření zvuku a vymezují ji tzv. charakteristiky (což je např. dvojice křivek x-vt=const, x+vt=const u jednorozměrného proudění, obecně je to kuželová plocha). Řešení v místě x je tudíž ovlivněno jen hodnotami (mj. počátečními a okrajovými podmínkami), které se nacházejí v oblasti mezi charakteristikami procházejícími místem x. Na ploše charakteristiky tedy mohou vzniknout nespojitosti tlaku, teploty nebo rychlostí (vzduch mimo rázový kužel charakteristiky nadzvukového letadla vůbec neví o tom, že nějaké letadlo letí a jeho stav tedy může být úplně jiný než stav vzduchu kousíček dál uvnitř kužele; na zemi se pak průchod charakteristiky projeví třeskem). Efekty stlačitelnosti je třeba uvažovat při výpočtu obtékání lopatek turbin, letadel, projektilů. Ve většině inženýrských aplikací, pokud je Ma<0.3, lze proudění považovat za nestlačitelné.


Technicky důležitým speciálním případem Navierových Stokesových rovnic je laminární proudění nestlačitelné kapaliny s konstantní viskozitou 
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(2.12)
Tuto NS rovnici můžeme upravit použitím rovnice kontinuity 
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(2.13)

Poznamenejme, že u nestlačitelných kapalin je tlak veličina, kterou nelze stanovit např. ze stavové rovnice. Chápeme-li tři NS rovnice jako trojici rovnic určujících složky rychlostí, je rovnice kontinuity určující rovnicí čtvrté neznámé veličiny – tlaku. Jenomže tlak se v rovnici kontinuity u nestlačitelných kapalin vůbec nevyskytuje a to je jednou z příčin těžkostí řešení. Místo rovnice kontinuity se ovšem pro stanovení tlaku dá použít rovnice, která vznikne aplikací operátoru divergence na NS rovnici (a)
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divergenci konvektivního zrychlení lze upravit následovně
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Pokud tedy rychlostní pole splňuje rovnici kontinuity, popisuje tlak Poissonova rovnice
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(2.14)

a tuto rovnici lze při numerickém řešení použít místo rovnice kontinuity.


Tlak p lze efektivním způsobem z výchozí soustavy rovnic eliminovat jen v případě dvourozměrného laminárního proudění nestlačitelné kapaliny zavedením proudové funkce (– vektor rychlostí se nahradí rotací ( a tím je rovnice kontinuity automaticky splněna (divergence rotace je vždy nulová). V Navierových Stokesových rovnicích se vyskytuje tlak jen jako gradient a protože i rotace gradientu jakéhokoliv funkce je nulová,
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 vzhledem k antisymetrii Levi Civitova tenzoru),

stačí aplikovat operátor rotace na všechny členy NS rovnice a tlak zmizí. Místo rychlostí se v takto upravených rovnicích objeví rotace rychlostí, tzv. vířivost 
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(2.15)

Ve 3D bychom tímto postupem moc nezískali, ale u 2D proudění je nenulová pouze jediná, zetová, složka vířivosti a také jen jediná, zetová, složka vektoru proudové funkce
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(2.16)

Z definice proudové funkce je zřejmé, že rovnice kontinuity je splněna automaticky pro zcela libovolnou (třeba i chybnou) proudovou funkci. Dosazením takto vyjádřených složek rychlostí do definice vířivosti získáme Poissonovu rovnici pro proudovou funkci
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(2.17)
Problém je tedy popsán soustavou dvou rovnic druhého řádu pro vířivost a proudovou funkci. Vířivost můžeme z těchto rovnic snadno eliminovat, takže výsledkem je jediná diferenciální rovnice pro proudovou funkci, ale čtvrtého řádu (se čtvrtými parciálními derivacemi)
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(2.18)

Speciálním případem je stacionární plouživé proudění, které popisuje tzv. biharmonická rovnice (stejná rovnice popisuje třeba průhyb desek - skořepiny)
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V každém případě platí to, že diferenciální rovnice popisu 2D proudění jsou při použití proudové funkce jednodušší, ale problém je s okrajovými podmínkami pro vířivost na stěně – tam totiž okrajové podmínky chybí. Na stěně je třeba předepsat nulovou rychlost proudění (v obou směrech), což jsou vlastně dvě okrajové podmínky kladené na proudovou funkci. To je v pořádku u formulace s biharmonickou rovnicí (4tého řádu), ale je to příliš mnoho u diferenciální rovnice druhého řádu pro proudovou funkci (počet okrajových podmínek musí být ½ řádu rovnice). „Přebytečná“ okrajová podmínka pro proudovou funkci se tedy musí aplikovat u rovnice pro vířivost, což není jednoduché. V metodě konečných prvků řeší tento problém např. metoda Campion Rensonové, implementovaná ve FEMINě.

2. Transportní rovnice : obecné, entalpie, hmota, kinetická energie turbulence, dissipace kinetické energie turbulence


I když většinu transportních problémů (přenos entalpie, hmoty-složky nebo fáze ve vícesložkovém systému, elektrického náboje) lze také formulovat variačně, dává se přednost transportním rovnicím – je to názornější a flexibilnější, koneckonců Navierovy Stokesovy rovnice jsou také transportní rovnice (přenos hybnosti). Navierovy Stokesovy rovnice se ale musí řešit zvlášť a předem, protože jejich výsledkem jsou rychlosti, které umožní vyhodnotit konvektivní složku transportu veličiny ( a materiálovou derivaci 
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(2.20)

Transportní rovnice se u jednotlivých typů přenosu liší koeficienty difúzního transportu 
[image: image123.wmf]G

, zdrojovými členy S a součiniteli přenosu k (transport veličiny 
[image: image124.wmf]F

do okolního prostředí). Typický příklad je Fourierova Kirchhoffova rovnice přenosu tepla
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kde S je objemový zdroj tepla (W/m3) – např. reakční teplo, ohmický nebo mikrovlnný ohřev.

Transportní rovnice jsou obvykle formulovány ve 3D, ale např. integrací přes průřez je lze upravit i pro popis 2D nebo 1D problémů. Není to ale vždy jednoduché, nestačí prostě nahradit počítané veličiny středními hodnotami přes průřez, protože výsledkem integrace mohou být úplně nové členy. Například distribuce koncentrace složky při proudění v trubici střední rychlostí v(x) ve směru osy trubky x (koncentrace c je střední koncentrace po průřezu A) vypadá na první pohled stejně jako výchozí 3D rovnice s vynechanými členy derivací dle x a y, ale stejná není:
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V této rovnici není totiž Da difúzní, nýbrž dispersní součinitel sledované složky (proto se tento model nazývá modelem axiální disperze). Disperze, na rozdíl od difúze, reprezentuje i jiné mechanismy transportu, v tomto případě rozmazání koncentrační poruchy důsledkem konvekce parabolickým rychlostním profilem (dispersní součinitel je součtem difúzního součinitele a příspěvku, který odpovídá konvektivnímu transportu). 

Při modelování turbulentního proudění (modely typu RANS) se počítají střední hodnoty rychlostí a tlaků, střední teploty, koncentrace apod. ze stejných rovnic jako při laminárním proudění, pouze se modifikují transportní koeficienty, např. turbulentní viskozita v modifikovaných Navierových Stokesových rovnicích, turbulentní tepelná vodivost, turbulentní difúzní koeficienty. První modely turbulence byly založeny na algebraických vztazích, vyjadřovaly např. turbulentní viskozitu jako součin kvadrátu tzv. směšovací délky a rychlosti deformace, počítané ze střední rychlosti proudění (Prandtlův model směšovací délky). Tyto jednoduché modely jsou vhodné pro víceméně jednosměrné proudění, např. proudění v trubce (modely Lomax&Baldwin, Cebecci&Smith), ale nedokáží popsat např. recirkulační smyčky. Pro tyto případy je třeba použít obecnější koncept, kdy transportní koeficienty se stanovují na základě vhodně zvolených statistik, nejčastěji z kinetické energie turbulence k a dissipace kinetické energie turbulence (. 
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Kinetická energie turbulence (1 kg látky) 
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Rychlost dissipace kinetické energie turbulence 
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(2.22)

Z dvojice základních statistických charakteristik turbulence se dopočítávají všechny ostatní a třeba snadněji měřitelné charakteristiky, jako je turbulentní viskozita, střední rozměry turbulentních vírů, jejich střední frekvence, rychlost směšování, atd. Tyto veličiny se odvozují čistě z rozměrových úvah – výsledné empirické vztahy jsou konstruovány jako mocniny tří charakteristických veličin 
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a řešením těchto rovnic jsou exponenty 
[image: image135.wmf]1

,

2

-

=

=

g

b

. Tedy

 
[image: image136.wmf]e

r

m

m

2

k

C

t

=

, 







(2.23)

kde bezrozměrný koeficient C( je považován za univerzální konstantu (C(=0.09).


Základní statistické charakteristiky turbulence k a ( se počítají z transportních rovnic – odlišnosti jsou především ve zdrojových členech diferenciálních rovnic, viz např. Wilcox: Turbulence modelling 1990. Asi nejčastěji se používá tzv. k-( model, popisovaný dvojicí transportních rovnic
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(2.25)
Některé parametry v těchto rovnicích jsou víceméně univerzální konstanty (C1=1.44, C2=1.92, 
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.Symbol G představuje generátor turbulence, a je závislý na gradientu střední rychlosti proudění – to znamená, že turbulentní fluktuace vznikají v zonách, kde jsou vysoké smykové rychlosti, např. tedy u stěny nebo na rozhraní mísících se proudů
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(2.26)
přičemž gradient rychlosti a rychlost deformace se týkají středních rychlostí (tedy těch, které jsou výsledkem výpočtu) a ne okamžitých nebo fluktuačních složek. 
[image: image142.wmf]t
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 je turbulentní viskozita. Jinak je ovšem vztah pro produkci turbulence velmi podobný vztahu pro dissipaci kinetické energie turbulence
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Poznamenejme, že takto definovaná produkce turbulence G i dissipace kinetické energie turbulence ( jsou veličiny, vztažené na kilogram látky (podobně jako kinetická energie turbulence k) 
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Model k-( má řadu variant, které byly postupně vyvíjeny ve snaze zlepšit jeho predikční schopnosti i do oblasti menších Reynoldsových čísel (model RNG ReNormalisation Group, Realizable k-( model), ale není jediný dvourovnicový model turbulence, místo dissipace kinetické energie turbulence se používají i jiné charakteristiky (např. k-( model, viz Wilcox 1990). Ještě komplikovanější jsou modely RSM (Reynolds Stress Model) řešící transportní rovnice pro všech 6 komponent tenzoru turbulentních Reynoldsových napětí, plus rovnici transportu kinetické energie turbulence, celkem tedy 7 transportních rovnic. Možná se to zdá podivné přisuzovat napětím transportní vlastnosti (a bilancovat je), ale je třeba si uvědomit fyzikální význam Reynoldsových napětí – jsou to druhé korelace fluktuací rychlosti a ty se transportují. RSM modely jsou patrně vhodnější než dvourovnicové modely pro popis proudění s vnitřní cirkulací (swirling flow).

Poznámka historická: Nejjednodušší modely turbulence (algebraické modely směšovací délky, bez transportních rovnic) navrhl Prandtl ve dvacátých letech dvacátého století, dvourovnicové modely turbulence Kolmogorov ve čtyřicátých letech. Současnou podobu dvourovnicového k-epsilon modelu turbulence vypracovali Launder a Spalding (1974).

3. Numerické modely kontinua

Aproximace řešení (posunutí, rychlostí, tlaků, teplot,…) (N se zpravidla hledá ve tvaru lineární kombinace bázových funkcí Ni,     
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(3.1)

Bázové funkce mohou být víceméně libovolné, např. to mohou být ortogonální polynomy či goniometrické funkce definované v celé oblasti řešení (takové funkce jsou základem spektrálních metod), nebo relativně jednoduché funkce, třeba lineární polynomy, definované separátním předpisem v podoblastech, konečných elementech, které vyšetřovanou oblast řešení pokrývají (tyto bázové funkce se používají v metodě konečných nebo hraničních prvků). Bázové funkce musí být lineárně nezávislé 
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a mít vlastnosti potřebné k tomu, aby na ně bylo možné aplikovat zvolené fyzikální principy popisu problému (prakticky vzato spojitost funkčních hodnot, derivací a integrovatelnost).

Poznámka: Je důležité si uvědomit, že cílem řešení není nalézt bázové funkce, ty se volí předem, ale koeficienty lineární kombinace (i, což mohou být reálná čísla, komplexní čísla nebo např. i funkce času. 

3. Ritzova metoda


Ritzova metoda vychází z variační formulace, kdy řešením problému je taková funkce Φ(x), která splňuje okrajové podmínky a současně je stacionárním bodem funkcionálu, tj. funkce, jejíž nenulové variaci odpovídá nulová variace funkcionálu (řešením je třeba funkce, která minimalizuje celkovou energii systému). Pokud místo přesného řešení Φ(x) dosadíme do funkcionálu aproximaci ΦN(x), stane se funkcionál obyčejnou funkcí N-proměnných Φi a požadavek nulové variace je nahrazen podmínkou nulových derivací vzhledem ke všem koeficientům Φi. Každá tato podmínka je však vlastně algebraickou rovnicí a řešením této soustavy jsou hledané koeficienty Φi lineární kombinace. A to je princip Ritzovy metody.

Příklad: Tok porézním prostředím. Úkolem je zjistit jak se rozdělí průtok kapaliny do jednotlivých oddílů filtru, jehož hydraulická charakteristika je dána součinitelem permeability porézního lože k. 
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Pro tento případ je vhodné vyjádřit vektor rychlosti toku potenciálem rychlosti ( a vyjít z funkcionálu 
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(3.2)

jehož minimum je třeba hledat v prostoru funkcí, které splňují silné okrajové podmínky, tj. předepsané hodnoty potenciálu na hladině (část hranice označená modře). Na zbývající části hranice (pozor, hranice musí zahrnovat i přepážky) platí přirozené okrajové podmínky funkcionálu, v daném případě podmínka nulové normálové složky rychlosti, tj. nulové normálové derivace potenciálu proudění. Dosazením aproximace 
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 do funkcionálu a výpočtem derivací vzhledem ke koeficientům (i 
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získáme soustavu lineárních algebraických rovnic se symetrickou maticí soustavy, vyjádřenou jako integrál součinu derivací bázových funkcí.
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(3.3)

K těmto rovnicím, vyjadřujících požadavek mimimalizace ztrátové energie, je však třeba doplnit i požadavek na to, aby aproximace řešení splňovala silné okrajové podmínky – to jsou další rovnice, takže výsledkem nebude triviální nulové řešení, jak by předchozí soustava naznačovala (bez okrajových podmínek by matice soustavy rovnic byla singulární a řešení by nebylo jednoznačné).

Pozn.: Podobný problém a stejný funkcionál je používán pro řešení problémů s volnou hladinou. Je to složitější, protože v tomto případě není tvar hranice a tedy ani geometrie oblasti předem známá a musí se určovat iteračně, opakovaným řešením předchozí soustavy rovnic s upravovanými okrajovými podmínkami na volné hladině (okrajová podmínka může být jen jedna, nulová normálová složka rychlosti, tečná složka na hladině plyne z Bernoulliho rovnice a zadaného tlaku, jenže ji nelze zadat jako další okrajovou podmínku – musí prostě vyplynout automaticky ze správného tvaru volné hladiny).


Ritzova metoda, resp. variační formulace, je užitečná při výpočtu deformací pružných těles. Dosazením lineární kombinace bázových funkcí do funkcionálu energie soustavy
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(3.4)
a anulováním prvních derivací vzhledem ke koeficientům ui získáme opět soustavu lineárních algebraických rovnic se symetrickou maticí soustavy. Je to docela přímočarý postup při řešení trojrozměrných problémů, který se ale trochu komplikuje u 2D problémů (skořepiny a membrány) i u 1D (nosníky). V těchto případech je totiž třeba přijmout vhodné hypotézy o průběhu posunutí napříč skořepinou, nebo příčným průřezem nosníku, např. předpoklad, že posunutí je lineární funkcí vzdálenosti od neutrální roviny skořepiny nebo osy nosníku. Vždy je třeba uvážit, jakou roli hraje ohybová tuhost a jakou normálová napětí.

Příklad: Rovinná membrána zatížená tlakem.
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V základním kurzu pružnosti jsou řešeny podobné úlohy – kruhové desky zatížené tlakem, okrajovými momenty apod. Ve všech těchto případech se vychází z rovnováhy ohybových momentů, tj. z předpokladu, že dominuje ohybová tuhost desky. Výsledkem jsou vztahy pro průhybové čáry, kde ve jmenovateli je třetí mocnina tloušťky desky, což znamená, že vypočtený průhyb vinou klesající ohybové tuhosti s klesající tloušťkou velmi rychle roste. U velmi tenkých desek je ohybová tuhost prakticky zanedbatelná a o tvaru průhybové čáry (plochy) nerozhodují momenty, nýbrž membránová napětí působící v rovině membrány (normálová napětí). Vyjděme tedy z předpokladu rovinné napjatosti, tj. z předpokladu, že v membráně jsou jen dvě významné složky normálových napětí 
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 je zanedbatelná), a ty lze vyjádřit jako funkce deformací z Hookova zákona
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Když bychom uvažovali jen jedinou složku uz=u(x,y) vektoru posunutí ve směru z (kolmém na membránu), byly by obě složky tenzoru malých deformací nulové (exx=eyy=0) a nulová by byla i odpovídající napětí. Tenzor malých deformací je proto třeba nahradit Greenovým tenzorem konečných deformací 
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speciálně tedy 
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Pozn.: Vyplývá to i z jednoduché geometrické úvahy
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Zahrneme-li do funkcionálu deformační energie pouze tyto složky deformace, lze celkovou energii membrány zatíženou tlakem p vyjádřit takto
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Dosazením aproximace 
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a derivací dle koeficientů 
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získáme soustavu algebraických rovnic pro uzlové průhyby membrány (pro koeficienty lineární kombinace bázových funkcí)
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Matice této soustavy rovnic (matice tuhosti membrány) však není konstantní. Je sice prakticky totožná s maticí odvozenou pro předchozí případ toku porézním prostředím, ale pro permeabilitu k, která je funkcí průhybu u a která je pro nedeformovanou membránu je nulová. To odpovídá realitě – rovná, nedeformovaná membrána má nulovou tuhost. Řešení této nelineární soustavy algebraických rovnic ovšem musí být iterační. Lze použít např. program určený k řešení toku pórézním prostředím s tím rozdílem, že materiálové parametry (permeability kx, ky) se definují jako funkce gradientů potenciálu rychlosti.

Pozn.: Všimněte si analogie s deformací vzpěradla – i tam hrály konečné deformace významnou roli a byly příčinou geometrické nelinearity problému.

Příklad: Bernoulliho a Timošenkův nosník


Budeme uvažovat nosník s libovolným průřezem (charakterizovaným momentem setrvačnosti I), který se deformuje pouze v rovině x (osa) – y (bez krutu). V tomto případě stačí uvažovat jen dvě složky tenzoru napětí a sice normálové napětí (xx a smykové napětí (xy, čímž se vyjádření integrálu deformační energie zjednoduší (navíc se omezíme jen na malé deformace, použijeme tudíž tenzor malých deformací e)
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U štíhlých nosníků je možné uvažovat jednoosou napjatost (tj. (yy=(zz=0), takže z Hookova zákona plyne 
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a napětí ve směru osy i smykové napětí lze vyjádřit jednoduchými vztahy
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kde G je smykový modul pružnosti materiálu. Po dosazení do integrálu deformační energie obdržíme deformační energii jen jako funkci posuvů (Lagrangeova metoda)
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Všechny teorie jednorozměrných nosníků předpokládají, že rovinný průřez nosníku si zachová svou rovinnost i po deformaci (nedojde k tzv. deplanaci průřezu) a tudíž platí, že posun ve směru osy nosníku je v určitém průřezu x přímo úměrný vzdálenosti od neutrální osy nosníku y
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Protože integrál y2přes průřez nosníku je moment setrvačnosti průřezu I, platí
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Vzhledem k tomu, že průhyb nosníku uy(x,y) závisí jen slabě na souřadnici y, lze předchozí integrál zjednodušit zavedením korekčního faktoru smykové deformace (
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(3.5)

kde A je plocha průřezu nosníku. Fyzikální interpretace: První člen vyjadřuje deformační energii ohybu, druhý člen deformační energii smyku.


Nyní je možné učinit předpoklad, že rovina průřezu zůstane kolmou k neutrální ose nosníku i po deformaci – natočení průřezu ( je pak jednoznačně určeno průhybovou křivkou
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čemuž odpovídá deformační energie, vyjádřená již jen jako funkcionál průhybové čáry
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(3.6)

přičemž zmizel člen, popisující příspěvek smykových sil. Tato Navierova Bernoulliho hypotéza (říká se Bernoulliho nosník) je tedy aplikovatelná tehdy, když smykové síly nehrají významnou roli, tj. u dlouhých štíhlých nosníků. Na tuto formulaci lze přímo aplikovat Ritzovu metodu, tj. aproximovat průhyb lineární kombinací bázových funkcí
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a hledat koeficienty uyj řešením soustavy lineárních algebraických rovnic (fy je spojité zatížení nosníku)
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(3.7)
Matice soustavy (matice tuhosti nosníku) je v případě Bernoulliho nosníku integrál součinů druhých derivací bázových funkcí, které musí mít spojité první derivace (alespoň).


Obecnější formulace (Timošenkův nosník) předpokládá, že se průřez nosníku může po deformaci natočit libovolně a úhel jeho natočení není determinován průhybovou čarou. Ritzova metoda se aplikuje přímo na funkcionál (3.5)


[image: image181.wmf])

(

)

(

x

N

u

x

u

j

yj

y

=




[image: image182.wmf])

(

)

(

x

N

x

j

j

y

y

=


a z podmínek nulových derivací
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plyne soustava rovnic 
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Na rozdíl od Bernoulliho nosníku, jsou prvky matice tuhosti soustavy Timošenkova nosníku vyjádřeny jen integrály z prvních derivací bázových funkcí, což výrazně zjednodušuje jejich konstrukci.

3. Numerické řešení diferenciálních rovnic metodou vážených residuí (MWR)

Ritzova metoda vycházela přímo z funkcionálu, ale stejně tak dobře je možné vyjít z Eulerových-Lagrangeových rovnic z  funkcionálu odvozených. Uvažujme diferenciální rovnici L(()=b; pokud funkce ( není jejím přesným řešením (použijeme stejné označení, snad nedojde k nedorozumění), je L(()-b=res nenulová funkce, residuum, které se snažíme minimalizovat. Minimum residua se hledá v prostoru aproximačních funkcí, viz kapitola 4.

3. Princip MWR, prototyp Poissonova rovnice

Metoda vážených residuí je základem většiny numerických metod řešení dříve uvedených diferenciálních rovnic a její princip spočívá v požadavku, aby integrál rezidua, násobeného váhovou funkcí (testovací funkcí) byl nulový pro všechny váhové funkce z vhodně zvoleného prostoru funkcí:
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Různé varianty MWR se odlišují volbou typu váhových funkcí w(x) (nespojité, spojité, hladké), což budeme demonstrovat na příkladu Poissonovy rovnice ve 2D
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s okrajovými podmínkami prvního druhu (Dirichlet- předepsané hodnoty), druhého (Neumann-předepsaná hustota toku veličiny) i třetího druhu (Newtonova nebo též Robinova okrajová podmínka-konečný odpor rozhraní)
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Výchozí formulace MWR je pak buď
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, kde aproximace 
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 se hledá v prostoru funkcí, které splňují všechny okrajové podmínky, nebo
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což je formulace, která všechny okrajové podmínky zahrnuje do kriteria vážených residuí.


Přehled následujících variant metody vážených reziduí je řazen dle míry spojitosti váhových funkcí – od těch majících „nekonečné“ nespojitosti (kolokační metoda) až po metody, založené na hladkých váhových funkcích, které mají všechny derivace (metoda hraničních integrálů). Tím jsou totiž podmíněny různé možnosti úpravy výchozí „klasické“ formulace a z nich odvozené základní vlastnosti metod, především požadavky na míru spojitosti řešení, to zda automaticky platí či neplatí integrální bilance nebo zda existují či neexistují automatické, tzv. přirozené, okrajové podmínky.

3. Kolokační metoda


U těchto metod požadujeme, aby residuum diferenciální rovnice bylo nulové jen ve vybraných bodech. Tomu odpovídají nespojité váhové funkce – delta funkce, rovné nule všude, kromě počátku x=y=0, kde je delta funkce nekonečně velká:
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Kolokační metoda používá pro aproximaci řešení především ortogonální polynomy (typická varianta spektrální metody) – konkurenceschopná je však pouze tehdy, když se optimalizují souřadnice bodů, v nichž je vyžadována podmínka nulového residua, podobně jako při optimalizaci uzlů Gaussovy numerické integrace, viz kapitola 5 (u 1D problémů jsou vhodnými kolokačními uzly kořeny Legendreových polynomů). 

3. Metoda konečných diferencí (metoda sítí), stabilita (upwind)


Podmínka nulového rezidua ve zvolených uzlových bodech je i základem metody konečných diferencí (zvané též metoda sítí). Metodu sítí však nelze striktně vzato považovat za metodu vážených residuí, protože residuum není mimo uzlové body jednoznačně definované. V metodě konečných diferencí se totiž vychází jen z lokální aproximace průběhu řešení polynomy v okolí uzlových bodů a navíc se pro různé derivace používají často jiné aproximační polynomy. Jednoduše řečeno: Zatímco např. u kolokační metody lze vždy odpovědět na otázku jaká je hodnota numerického řešení 
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, u metody sítí to nejde. Cílem je pouze aproximovat hodnoty derivací, které se v rovnicích vyskytují, na základě hodnot řešení v sousedních uzlech sítě, dosadit je místo derivací do diferenciální rovnice a získat tak její diskrétní analogon (algebraickou rovnici pro každý uzel sítě). Využívá se několika prvních členů Taylorova rozvoje řešení
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např. v uzlu P obdélníkové ekvidistantní sítě, a tímto rozvojem se vyjádří hodnoty řešení v sousedních uzlech
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Např. první derivaci v kolokačním uzlu P lze z těchto tří rovnic vyjádřit třemi způsoby
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nesymetrický upwind
(3.8)

(E-W)
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symetrická formule
(3.9)

(2E-6W+WW)
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nesymetrický upwind(3.10)

Pozn.: Nesymetrické diference mají význam u konvektivních členů, nesymetrie diference vyjadřuje nesymetrii transportu ve směru proudění (proto „upwind“ – proti větru).

Analogicky získáme diferenční formuli pro druhou derivaci

(E+W)
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        (3.11)

Pozn.: Symetrická formule pro první i druhou derivaci mají stejný (druhý) řád přesnosti O(h2). To znamená, že když se v diferenciální rovnici objeví současně člen s první derivací a člen s druhou derivací, budou se jejich příspěvky k residuu zmenšovat při zjemňování sítě stejně rychle. Na druhé straně však symetrická formule druhé derivace O(h2) i nesymetrická formule první derivace O(h3) mají společné to, že jsou naprosto přesné pro všechna řešení, která jsou maximálně kubickými polynomy (resp. pro taková řešení, jejichž čtvrté a vyšší derivace jsou nulové).

Příklad:


Náhrada derivací diferencemi se může týkat i časových derivací, tj. řešení nestacionárních úloh. Uvažujme parabolickou transportní rovnici jednorozměrného přenosu:
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(3.12)

Jedno z možných diferenčních schémat je centrální náhrada prostorových derivací a asymetrická náhrada derivace dle času (explicitní formule)
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(3.13)

Při hodnocení návrhu diferenčního schématu se vyšetřuje řád přesnosti použitím Taylorova rozvoje (tím se mimo jiné zjistí, zda se numerická aproximace blíží řešení diferenciální rovnice pro 
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, konzistence navrženého schématu). Je žádoucí, aby řád přesnosti byl co nejvyšší – v daném případě je diferenční analogon druhého řádu přesnosti vzhledem k 
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Dále je třeba zkoumat, zda diferenční analogon má podobné kvalitativní chování jako diferenciální rovnice, např. zda řešení neosciluje v okolí nespojitostí (TVD schémata), nebo zda je konzervativní (zda např. platí materiálové bilance). 

Významné je vyšetřování stability, toho, zda se numerické řešení s narůstajícími časovými kroky n nekontrolovatelně nezvětšuje. Základem stabilitní analýzy je spektrální metoda, kterou navrhl již von Neumann: řešení v počátečním časovém kroku se nahradí Fourierovým rozvojem členy typu G0exp(2(ix/() a pak se zjišťuje, jak testovaná numerická metoda změní tento člen v následujícím časovém kroku (tj. člen se stejnou vlnovou délkou (). Pokud se amplituda G zmenší a to bez ohledu na zvolenou vlnovou délku, je numerická náhrada stabilní. Spektrální analýza je trochu komplikovaná, ale pro hrubý odhad nejdelšího časového kroku, který ještě zajišťuje stabilitu řešení, stačí zkoumat to, jak se projeví třeba jen jediná nenulová (např. jednotková) uzlová hodnota na výchozí hladině. Pro čistě difúzní rovnici (rychlost v=0) položme např. 
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nedojde k překmitům do záporných hodnot. Fyzikálně toto omezení časového kroku souvisí s teorií penetrační hloubky: teplotní porucha v určitém místě se totiž difúzním mechanizmem přenosu projeví za čas 
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 maximálně do vzdálenosti 
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 a tato vzdálenost by neměla být větší než dvojnásobek vzdálenosti uzlových bodů. Druhý extrém je případ, kdy je difúze zanedbatelná (pravá strana je nulová, a=0), transportní rovnice změní svůj typ z parabolické na hyperbolickou a změní se i stabilitní kriterium. Vychází ale ze stejného principu: vzdálenost, do níž se přenese nějaká porucha za čas (t, by neměla být větší než je vzdálenost sousedních uzlů. Protože rychlost konvektivního přenosu je rovna rychlosti proudění v, vyjadřuje tuto podmínku tzv. CFL kriterium (Courant, Friedrichs, Levi) 
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Analýze je třeba podrobit navrhovanou formuli i pro případ ustáleného (stacionárního) řešení – je třeba zkoumat, zda např. nebude porušen princip maxima, který praví, že při absenci vnitřních zdrojů (tepla, hmoty, záleží na tom, co transportujeme) by vypočtené hodnoty ( měly ležet v rozmezí minimálních/maximálních hodnot ( na hranici (. Jednoduše řečeno, v ustáleném stavu by řešení transportní rovnice bez vnitřních zdrojů nemělo mít žádná lokální minima nebo maxima uvnitř oblasti (. Uvažujme např. výše uvedené schéma pro stacionární řešení 
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kde 
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 je tzv. Pécletovo číslo elementu (číslo elementu se nazývá proto, že jako charakteristický rozměr je použita vzdálenost sousedních uzlů). Hodnota (i, která je vyjádřena jako lineární kombinace (vážený průměr) hodnot v sousedních uzlech, bude ležet někde mezi hodnotami (i-1 a (i+1 právě tehdy, když jsou všechny koeficienty lineární kombinace kladné, což je splněno pouze pro |Pe|<2. Pouze tehdy, když je Pécletovo číslo elementu menší než dvě, tj. když rychlosti proudění nejsou příliš vysoké nebo když použité elementy jsou dostatečně malé, máme zaručeno, že stacionární řešení nebude mít lokální minima/maxima a nebude oscilovat. Použijeme-li však pro náhradu konvektivního členu některou nesymetrickou diferenční formuli (upwind) shledáme, že princip maxima bude splněn i při Pe>2 (tento závěr je obecný, netýká se jen metody sítí).

3. FVM metoda konečných objemů (Finite Volume Method)

Metoda konečných (někdy též kontrolních) objemů navazuje historicky i technicky na metodu sítí (někdy se používá i název kolokační metoda na podoblastech). Vyšetřovaná oblast se rozdělí na elementy (kontrolní objemy, obdélníky, šestistěny apod.) tak, aby v každém elementu byl právě jeden uzel. Jemu odpovídající váhová funkce je rovna jedné právě jen v tomto elementu, všude jinde je nulová. Metoda kontrolních objemů tedy používá nespojité, po částech konstantní váhové funkce.

Např. pro Poissonovu diferenciální rovnici získáme tímto postupem integrální rovnice 
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Na tuto rovnici můžeme aplikovat Gaussovu větu a převést integrál přes kontrolní objem na křivkový integrál po obvodu kontrolního objemu
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což představuje rovnici bilance transportované veličiny, slovy, integrál hustoty toku veličiny (normálová derivace () ven z kontrolního objemu se musí rovnat rychlosti produkce (integrál pravé strany diferenciální rovnice). Jistý problém spočívá v tom, že pro každý kontrolní objem (subdomému) dostáváme jen jednu rovnici, tj. každému objemu můžeme přiřadit jen jediný koeficient aproximace (i, respektive jedinou bázovou funkci Ni – tu ovšem nelze konstruovat stejně jako váhovou funkci, tj. po částech konstantní, ale je třeba využít hodnoty (i v sousedních kontrolních objemech a teprve jejich pomocí aproximovat průběh normálové derivace ( na hranici kontrolního objemu. Zpravidla se to dělá úplně stejně jako u metody sítí, tj. derivace se nahradí diferencemi sousedních uzlových hodnot a rezignuje se na možnost jednoznačného popisu průběhu řešení. Tyto problémy jsou demonstrovány na následujících obrázcích, kde jsou znázorněny 2D kontrolní objemy na strukturované síti čtyřúhelníků – je patrné, že průběh řešení i normálové derivace by bylo možné odvozovat interpolací ve čtyřúhelníkových elementech, jejichž vrcholy jsou těžiště kontrolních objemů. Průběh aproximace řešení po obvodu kontrolního objemu je v tomto případě spojitý a jednoznačný. To ale neplatí pro nestrukturovanou síť tvořenou z trojúhelníků, kde je průběh řešení popisován lineární interpolací v trojúhelnících, jejichž vrcholy jsou těžiště kontrolních objemů. Tato interpolace však bude na rozhraní kontrolních objemů nespojitá (viz červený a zelený kontrolní objem)!
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Metoda kontrolních objemů je tedy podobná metodě sítí – ani ona není čistokrevnou metodou vážených residuí (tzn. neumí odpovědět na otázku jaká je hodnota aproximace řešení v libovolném bodě 
[image: image226.wmf]x

r

, prostě nevíme, jaký je průběh řešení uvnitř kontrolního objemu), ale stejně jako metoda sítí je poměrně jednoduchá a na bilanci v kontrolních objemech je založena většina CFD programů, např. FLUENT, CD-STAR, PHOENICS, FLOW3D.


Metoda kontrolních objemů = metoda integrálních bilancí je výhodná tehdy, když je průběh řešení uvnitř kontrolního objemu příliš složitý na to, abychom ho mohli popsat jednoduchými bázovými funkcemi, ale zase na druhé straně máme takové dodatečné informace, které umožňují formulovat rovnici materiálové nebo tepelné bilance kontrolního objemu. Kontrolní objem může být např. část trubkového výměníku tepla s komplikovaným a neznámým průběhem teplot v jednotlivých proudech. Pokud však máme k dispozici korelaci závislosti efektivity výměníku na NTU a na tepelných kapacitách proudů, můžeme sestavit tepelné bilance, aniž bychom znali diferenciální rovnice popisu teplot.

Příklad: Jednorozměrný model dvoumediového výměníku tepla, stacionární režim.
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Dvoumediový výměník tepla (je celkem lhostejné jakého typu, souproudý, protiproudý, s křížovým tokem, libovolným počtem tahů) je charakterizován dvěma vstupními teplotami (1 a 3) a dvěma výstupními teplotami (2 a 3), které odpovídají dvěma proudům s kapacitami W1 a W2 (součin hmotnostního průtoku a měrné tepelné kapacity medií). 

U jednodimensionálních modelů je kontrolní objem uzel, do něhož proudy vstupují nebo vystupují (pozor, kontrolní objem není výměník). Výměník je v tomto případě napojen na čtyři kontrolní objemy a k entalpickým bilancím těchto objemů přispívá čtyřmi entalpickými toky 
[image: image227.wmf]i

H

&

 [W], jejichž velikost je dána čtyřmi koncovými teplotami výměníku. Souvislost mezi entalpickými toky a uzlovými teplotami je vyjádřena maticí [[A]]
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Matice [[A]] závisí na orientaci proudů; např. pro kladnou orientaci proudů (W1>0,W2>0) platí (odvoďte)
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kde Q je tepelný výkon výměníku, výkon přenášený z proudu 1 do proudu 2. Teprve nyní vstupuje do hry klíčová informace – korelace pro výpočet výkonu výměníku prostřednictvím efektivity výměníku (1 (index 1 označuje to, že efektivita je vztažena k teplotám proudu 1)
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a tedy [image: image233.wmf]1
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Zvláštnosti konkrétního výměníku tepla jsou zakódovány do korelace pro efektivitu (1, kterou lze vyjádřit hodnotami NTU1 (=kS/W1 , k je součinitel prostupu tepla, S je teplosměnná plocha) a poměru tepelných kapacit obou proudů. Potřebné korelace pro jednotlivé typy výměníků jsou uváděny např. v HEDH (Heat Exchanger Design Handbook). 


Tímto způsobem byla tedy vyjádřena matice příspěvků entalpických toků [[A]] výměníku jen na základě jeho geometrie a tepelných kapacit proudů. Podobným způsobem je třeba vyjádřit entalpické toky ve všech dalších kontrolních objemech (trubkách apod.), jejichž dosazením do bilance kontrolních objemů (součet orientovaných entalpických toků v každém kontrolním objemu musí být ve stacionárním případě bez zdrojových členů nulový) získáme soustavu lineárních algebraických rovnic pro teploty v kontrolních objemech.

3. FEM Galerkin

FVM je charakteristická tím, že váhové funkce jsou po částech konstantní, tj. nespojité. Tím se liší od Galerkinovy metody, která operuje se spojitými váhovými funkcemi, což umožňuje provádět některé významné úpravy výchozí integrální formy. Principy Galerkinovy metody využívá metoda konečných prvků (FEM), i když by nebylo správné tyto metody ztotožňovat (Galerkinova metoda je obecnější, protože ji lze aplikovat i na jiné než konečněprvkové bázové funkce). Galerkinova
 varianta MWR spočívá v aplikaci Greenovy věty, která sníží řád derivací řešení v integrandu integrálu residua. Takto upravená formulace se nazývá slabá – na vlastnosti aproximační funkce klade slabší požadavky, např. aproximace nemusí mít druhou derivaci a stačí existence první derivace (pak lze použít jednodušší typy aproximací, např. lineárními polynomy). Ukažme to na Poissonově rovnici
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Uvažujme nyní, že na části hranice 
[image: image235.wmf]1

G

 jsou předepsány Dirichletovy okrajové podmínky (přímo funkční hodnoty řešení (, které musí splňovat každá aproximace (N), na části hranice 
[image: image236.wmf]2

G

 jsou Neumannovy okrajové podmínky druhého druhu (nulová normálová derivace řešení) a na zbývající části hranice 
[image: image237.wmf]3

G

 jsou okrajové podmínky třetího druhu (Newtonovy podmínky konečného odporu rozhraní), formulované jako 
[image: image238.wmf])
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Potom lze slabou formulaci problému vyjádřit v integrální podobě následovně
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(3.14)

Komentář: Integrál přes hranici 
[image: image240.wmf]1

G

 vymizel proto, že tam, kde jsou silné okrajové podmínky, může být každá váhová funkce w rovna nule (není co testovat, každá aproximace je volena tak, že splňuje okrajovou podmínku). Na části hranice 
[image: image241.wmf]2

G

 není váhová funkce nulová, ale zase je tam nulový gradient řešení.


Okrajové podmínky, které a priori zajišťuje každá aproximace řešení 
[image: image242.wmf]F

 se nazývají silné (zpravidla okrajové podmínky prvního druhu), zatímco okrajové podmínky přenesené do integrální formule MWR aplikací Greenovy věty jsou slabé (obvykle okrajové podmínky druhého a třetího druhu). To však neznamená, že lze libovolně rozhodnout, které okrajové podmínky mají být silné a které slabé: Pro diferenciální rovnice 2s-tého řádu jsou slabé okrajové podmínky vyjádřeny minimálně s-tými normálovými derivacemi, okrajové podmínky s nižšími derivacemi jsou silné. U diferenciálních rovnic druhého řádu (třeba Poissonovy rovnice) jsou silné okrajové podmínky předepsané hodnoty a slabé podmínky zahrnují první derivace, zatímco u biharmonické rovnice čtvrtého řádu (třeba ohyb desek) jsou silné okrajové podmínky hodnoty i první derivace (posuvy a natočení, tedy kinematické podmínky), slabé podmínky se týkají až druhých nebo třetích derivací (zatěžující podmínky, druhá derivace odpovídá momentům M=EId2u/dx2, třetí derivace posouvajícím silám F=-EI d3u/dx3). Silné okrajové podmínky mají tu vlastnost, že když je splňují aproximace 
[image: image243.wmf]N

F

 pro libovolné hodnoty N, bude je splňovat i jejich limita pro 
[image: image244.wmf]¥

®

N

. U slabých okrajových podmínek to platit nemusí, tj. skutečnost, že všechny aproximace splňují slabé okrajové podmínky ještě neznamená, že je bude splňovat i řešení, ke kterému konvergují (např. všechny aproximace řešení Poissonovy rovnice mohou mít na hranici nulovou normálovou derivaci, ale funkce, k níž konvergují při zjemňování sítě, může mít derivaci nenulovou). Splnění slabých okrajových podmínek je proto věcí správné volby funkcionálu u variačních metod nebo integrální formule u metody vážených residuí.


Galerkinova metoda používá váhové funkce stejného typu jako funkce bázové, 
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jejichž dosazením do slabé formulace získáme soustavu lineárních algebraických rovnic pro koeficienty (j se symetrickou maticí soustavy (pak lze použít velmi efektivní metody řešení)
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(3.15)

Galerkinovu metodu lze aplikovat na jakýkoliv problém statiky, dynamiky i stability pružných těles, a pro řešení všech Eulerových Lagrangeových rovnic, odpovídajících funkcionálům energie.

Příklad: 1D soustava táhel, se spojitým osovým zatížením f(x) [N/m]. Statika.

Diferenciální rovnice táhla (pružiny) je vlastně rovnicí rovnováhy sil, které jsou vyjádřeny z konstitutivní rovnice jako funkce posunutí ux(x)  (A je plocha průřezu táhla)
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Aplikací Greenovy věty (integrací per partes) získáme soustavu algebraických lineárních rovnic s maticí soustavy K, která se nazývá matice tuhosti systému
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(3.16)

Příklad: Dynamika 1D soustavy táhel se spojitým osovým zatížením bez tlumení. 

Stejná úloha jako předchozí, v rovnici rovnováhy je třeba jen doplnit člen setrvačných sil (zrychlení)
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Bázové i váhové funkce Ni(x) ale nejsou funkcí času, takže Greenova věta se aplikuje jen na první člen integrandu. Výsledkem je soustava obyčejných diferenciálních rovnic pro uzlová posunutí uxj(t), která závisí na čase
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(3.17)
Matice [[M]] se nazývá matice hmotností (součet jejích prvků je roven hmotnosti celé soustavy). Pokud by byla matice hmotností diagonální, měla by soustava obyčejných diferenciálních rovnic zvláště jednoduchý tvar (v každé rovnici vždy jen jedna derivace), a byla by poměrně snadno řešitelná. Proto se matice hmotnosti často diagonalizuje tak, že jako diagonální prvek se bere součet všech prvků příslušného řádku matice hmotnosti (technický termín “lumped parameter mass matrix“). Fyzikálně to odpovídá přesunu spojitě rozložené hmotnosti do uzlových bodů. 

Speciální případ výše uvedené soustavy se týká volných kmitů soustavy (bez kinematického buzení předepsaným časovým průběhem posunutí na hranici a bez dynamického buzení, tj. bez časově proměnného zatížení fx(t)). V tom případě je soustava obyčejných diferenciálních rovnic homogenní
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a jejím řešením jsou harmonické funkce typu 
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, což po dosazení vede na soustavu rovnic pro amplitudy posunutí 
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(3.18)

To už není soustava diferenciálních rovnic, ale homogenní soustava algebraických rovnic. Ta má netriviální řešení (nenulové amplitudy) jen tehdy, když je její matice singulární, tj. když je její determinant nula
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Determinant je polynom v proměnné (2 a kořeny tohoto polynomu jsou vlastní frekvence kmitů soustavy a jim odpovídající řešení uaj jsou tzv. vlastní tvary kmitů (terminus technicus: vlastní problém = nalezení vlastních čísel a vlastních vektorů matice). Model, který má N-stupňů volnosti (N-bázových funkcí) má stejný počet vlastních frekvencí, protože polynom N-tého stupně má právě N-kořenů (i když některé z nich mohou být násobné). 

Příklad: Kmitání táhla


Uvažujme jako příklad jediné táhlo o konstantním průřezu A, délky L. Jako bázové funkce stačí zvolit lineární polynomy 
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jimž odpovídají matice tuhosti táhla  
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a matice hmotnosti 
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Uvažujeme, že jeden konec táhla je pevný (ux1=0) a druhý kmitá, dle rovnice
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Soustava má jen jeden stupeň volnosti, takže determinant matice je jen lineární funkcí 
[image: image265.wmf]2
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a vlastní frekvence táhla je řešením lineární rovnice



[image: image266.wmf]2

22

22

3

L

E

M

K

r

w

=

=

, resp. pro diagonalizovanou matici hmot 
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Výsledek získaný použitím diagonalizované matice je méně přesný, odpovídá frekvenci kmitání hmotného bodu s poloviční hmotností táhla ((AL/2) na pružině s tuhostí EA/L.

Poznamenejme, že se nikdy nehledají všechny kořeny (což jde snadno jen u kvadratické rovnice), ale pouze několik nejnižších frekvencí, které jsou z technického hlediska nejdůležitější. I tak se však musí postupovat iteračně, např. metodou vektorové iterace v podprostoru všech vlastních vektorů.

Algoritmy výpočtu vlastních vektorů jsou zpravidla založeny na transformaci původní formulace
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na tzv. standardní problém vlastních čísel 
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 (slovy řečeno: vynásobíme-li matici jejím vlastním vektorem, bude výsledkem tentýž vektor, ale vynásobený měřítkem, vlastní hodnotou). Při převodu na standardní problém se vychází z dekompozice matice hmotnosti na součin dvou trojúhelníkových matic 
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 (Choleskiho faktorizace) a dále na substituci 
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Je zřejmé, že Choleskiho dekompozice je triviální pro diagonalizovanou matici hmot (lumped mass matrix). Nicméně převod na standardní tvar není nutný a výpočet nejmenší vlastní frekvence a jemu odpovídající vlastní tvar kmitů se dá zjistit opakovanou iterací
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  (Rayleighův kvocient),

která konverguje vždy nezávisle na počátečním odhadu vlastního vektoru (a vždy k nejmenší vlastní frekvenci).

Stanovení vlastních frekvencí je základem téměř všech dynamických analýz, protože i řešení případu s obecným buzením se hledá jako lineární kombinace vlastních tvarů kmitů. Informace o tom, jaké jsou vlastní frekvence je ale důležitá sama o sobě –designér systému by si měl dát pozor na to, aby se alespoň ty nejnižší vlastní frekvence neshodovaly s budicími frekvencemi odtrhávajících se vírů v úplavu za tělesem, akustických kmitů ve výměnících tepla, nedokonale vyvážených pohonů apod. (resonance).

Příklad: 1D nosník, spojité zatížení na elastickém podkladě, axiální síla

Průhybová rovnice momentové rovnováhy nosníku je diferenciální rovnice čtvrtého řádu 

[image: image577.wmf])

,

(

x

x

x

x

d

y

d

x

¶

¶

¶

¶



[image: image277.wmf]z

z

z

x

z

f

ku

x

u

F

x

u

EI

=

+

¶

¶

+

¶

¶

2

2

4

4

,

kde I je moment setrvačnosti průřezu, Fx je axiálně působící síla, k je součinitel tuhosti elastického podkladu a fz(x) spojité příčné zatížení. Odpovídající integrál residua je
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Použitím Greenovy formule dvakrát po sobě snížíme řád derivací průhybu na druhé derivace
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(3.19)
přičemž pro zjednodušení výkladu byly vynechány členy na hranici (koncích nosníku), které odpovídají aplikaci Greenovy formule – to je konzistentní s předpokladem, že na koncích platí buď silné okrajové podmínky (vetknutí), nebo přirozené okrajové podmínky bez zatížení. Podstatný rozdíl oproti problému s táhly spočívá v tom, že v integrandu jsou nyní druhé derivace bázových funkcí a není tedy možné použít například lineární aproximační polynomy – bázové funkce je třeba konstruovat tak, aby měly spojité první derivace, používají se tzv.Hermiteovy kubické polynomy (viz následující kapitola). Výsledkem je opět soustava lineárních algebraických rovnic, jejíž matice je součtem tří matic
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[[KM]] je maticí ohybové tuhosti (poznamenejme, že je totožná s maticí tuhosti Bernoulliho nosníku, která byla odvozena Ritzovou metodou), [[KF]] je matice geometrické tuhosti a [[M]] je prakticky totožná s maticí hmot s tím rozdílem, že místo (A je tuhost podloží. Pokud bychom uvažovali nosník, který je zatížený pouze axiální silou, tj. případ vzpěru nosníku, redukovala by se soustava rovnic na homogenní soustavu lineárních algebraických rovnic
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která je stejná jako soustava (3.18) popisující vlastní kmitání táhel, pouze místo matice hmotnosti je matice geometrické tuhosti. Je to opět problém vlastních čísel, jehož řešením tentokrát nejsou vlastní frekvence, ale kritická hodnota síly Fx , jíž odpovídá ztráta stability osově tlačeného nosníku (stačí spočítat, iteračně-jak jinak, jen nejmenší vlastní číslo, protože nás zajímá nejmenší síla, způsobující ztrátu stability).

Příklad: matice tuhosti a konzistentní hmotnosti nosníku.


Zatímco matice hmot i matice tuhosti jednoho elementu táhlo měla rozměr 2 x 2, pro nosník s osou orientovanou ve směru x jsou to matice 4 x 4, protože v každém uzlu jsou tentokrát dva (a ne jeden) stupně volnosti – průhyb uzi a první derivace průhybu (tj. natočení (i)
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jimž odpovídá následující matice tuhosti


[image: image283.wmf]dx

x

N

x

N

x

N

x

N

x

N

x

N

x

N

x

N

x

N

x

N

x

N

x

N

x

N

x

N

x

N

x

N

x

N

x

N

x

N

x

N

x

N

x

N

x

N

x

N

x

N

x

N

x

N

x

N

x

N

x

N

x

N

x

N

EI

K

L

d

d

z

d

d

d

d

z

z

d

z

z

d

z

z

z

d

d

d

z

d

d

d

z

d

z

z

z

d

z

z

z

ò

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

=

0

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

1

2

2

2

2

2

2

2

2

1

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

1

2

2

2

2

2

2

2

2

1

2

2

1

2

2

2

2

2

1

2

2

2

2

2

1

2

2

1

2

2

1

2

2

1

2

2

2

2

2

1

2

2

2

2

2

1

2

2

1

2

2

1

2

2

1

2

2

1

2

]]

[[


a matice hmotnosti
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Použijeme-li jako bázové funkce kubické polynomy
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získáme integrací matici tuhosti a matici hmotnosti ve tvaru
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(3.20)

Poznámka: Totéž, co pro jednorozměrné, platí i pro konstrukce dvourozměrné, analogií táhel jsou membrány (normálová napětí) a analogií nosníků skořepiny, vyznačující se ohybovou tuhostí (ohybová napětí). Zatímco k popisu posuvů membrán stačí bázové funkce, které jsou spojité, pro popis skořepin (desek) musí mít bázové funkce spojité i první derivace. Je to možná paradoxní, ale trojrozměrné modely jsou nejjednodušší, vychází přímo ze základních Eulerových-Lagrangeových rovnic pouze s prvními derivacemi bázových funkcí a není třeba se zabývat např. hypotézami o tom, jakým způsobem se natáčí průřez nosníku při deformaci, jaká je role momentů apod. Formálně jsou výsledné soustavy rovnic stejné a používají se i stejné metody jejich řešení, výpočtu vlastních čísel i metody přímé numerické integrace soustav obyčejných diferenciálních rovnic při řešení dynamiky.


Galerkinovu metodu lze použít i pro řešení transportních problémů, ale jen tehdy, když převládá difúzní mechanizmus transportu, nebo při výpočtu rozložení průtoků v potrubních sítích na základě inženýrských korelací pro stanovení tlakové ztráty.

Příklad: Hydraulický výpočet potrubní sítě při proudění kapalin


Trubku charakterizujeme průtočným průřezem A, resp. hydraulickým průměrem D, kapalinu, která jí protéká hustotou (, hmotnostní 
[image: image291.wmf]m
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 [kg/s], resp. objemový průtok 
[image: image292.wmf]V
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 [m3/s]. Gradient tlaku ve směru osy trubky pak lze vyjádřit zcela obecným Darcy Weissbachovým vztahem 
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kde ( je bezrozměrný součinitel třecích ztrát, závisející na Reynoldsově čísle, např. v laminárním režimu a pro kruhový průřez platí 
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(úkol: odvoďte k pro turbulentní tok)

K této rovnici je třeba připojit rovnici kontinuity, která má v případě, že neuvažujeme pórézní stěnu, jednoduchý tvar 
[image: image297.wmf].
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 Hmotnostní průtok lze tedy z diferenciální rovnice tlakového profilu snadno eliminovat, čímž získáme diferenciální rovnici druhého řádu
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kde pravá strana popisuje vztlak, který je nenulový v případě teplotně závislé hustoty. Na tuto rovnici aplikujeme Galerkinovu metodu, a profil tlaku aproximujeme bázovými funkcemi
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Pro lineární bázové funkce je průtoková matice jednoho elementu typu trubka dána vztahem
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Výsledkem je matice soustavy algebraických rovnic pro uzlové hodnoty tlaků, totožná s maticí tuhosti táhla, jen místo tuhosti EA je průtokový součinitel k. Ten je ovšem konstantní pouze při laminárním toku Newtonských kapalin, v obecném případě turbulentního proudění, nebo proudění nenewtonských kapalin je funkcí Reynoldsova čísla, tedy průtoku, respektive počítané tlakové ztráty (k(p)). Soustava algebraických rovnic je pak nelineární a musí se řešit iteračně
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kde k je index iterace (každá iterace vyžaduje sestavení nové matice [[K]] a řešení soustavy lineárních algebraických rovnic). 

Pro řešení soustavy nelineárních rovnic se místo výše uvedené metody substitucí někdy používá Newtonova Raphsonova metoda, která je přímočarým zobecněním Newtonovy metody tečen hledání kořene transcendentní rovnice. Metoda je založena na Taylorově rozvoji rezidua, což vede opět na soustavu lineárních rovnic pro k-tou iteraci tlaku, navíc je však třeba počítat i matici derivací průtokových součinitelů vzhledem k tlaku. 

Pro jednu nelineární rovnici s jednou neznámou p je metoda tečen vyjádřena rovnicí
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Analogii pro případ soustavy nelineárních rovnic (r(p) je reziduum soustavy) zapíšeme ve složkovém tvaru



[image: image306.wmf]i

j

ij

i

b

p

K

r

-

=


[image: image578.wmf])

,

(

h

h

h

h

d

y

d

x

¶

¶

¶

¶


[image: image307.wmf]0

)

))(

(

)

(

(

)

(

)

1

(

)

(

)

1

(

)

1

(

)

1

(

)

1

(

)

1

(

=

-

+

¶

¶

+

-

-

-

-

-

-

-

k

j

k

j

k

ij

k

m

j

k

im

i

k

j

k

ij

p

p

p

K

p

p

p

K

b

p

p

K


a jedna iterace Newtonovy Raphsonovy metody tedy odpovídá řešení soustavy lineárních algebraických rovnic
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s modifikovanou maticí soustavy a modifikovaným vektorem pravé strany
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Newtonova Raphsonova metoda řešení soustavy nelineárních rovnic je ve srovnání s metodou substitucí rychlejší, protože má druhý řád konvergence. Obě metody však mají společné to, že konvergují jen tehdy, když je počáteční odhad řešení dostatečně blízký přesnému řešení – dobrý počáteční odhad je třeba rozložení tlaku, odpovídající laminárnímu toku, kdy je matice průtokových koeficientů konstantní. Pokud iterační řešení nekonverguje, lze ještě použít techniku podrelaxace, tj. počítat vektor k-té aproximace tlaku jako vážený průměr výsledku řešení soustavy rovnic a výsledku předchozí (k-1) iterace, např. u metody substitucí
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Váhový koeficient je podrelaxační faktor (; když je menší než 1 celý iterační proces zpomalíme, ale třeba se nám podaří dosáhnout konvergence. 

3. FEM Galerkin-Petrov


Metoda Galerkin Petrov uvažuje váhové funkce, které od bázových funkcí liší – tvar váhových funkcí závisí na směru transportu, tj. na vektoru rychlosti (varianta Galerkin Petrov má smysl pouze u problémů s konvekcí, v problémech pružnosti se používá výlučně standardní Galerkinova metoda). Při aplikaci standardní Galerkinovy metody na transportní rovnice se totiž objeví úplně stejné problémy jako při použití metody sítí se symetrickou náhradou prvních derivací konvektivních členů, tj. k narušení principu maxima nedojde jen při velmi malých rychlostech proudění (Pe<2). Varianta Galerkin Petrov je analogií protiproudých diferencí (upwind), což znamená, že zajišťuje splnění principu maxima a potlačení vzniku oscilací i při vyšších hodnotách Pe než 2. 

Uvažujme např. stacionární problém přenosu ( rychlostí proudění v ve směru x
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(3.21)

Pro váhové funkce w=Wi získáme aplikací Greenovy formule soustavu rovnic 
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(3.22)

která je podobná předchozím, vyžaduje existenci pouze prvních derivací bázových i váhových funkcí. Matice soustavy je však nesymetrická a řešení je obtížnější.

Tvar váhové funkce Wi(x) by měl vystihnout význam toho, že hodnotu transportované veličiny ((xi) ovlivňuje především oblast odkud tekutina do bodu xi přitéká, protože v obráceném směru se uplatní jen difúzní transport úměrný koeficientu a (což je třeba součinitel teplotní vodivosti v rovnici přenosu tepla). Váhová funkce by tedy měla být asymetrická, větší v oblasti odkud tekutina přitéká a menší v oblasti, kde působí pouze difúzní transport. Míra asymetrie by měla být dána poměrem konvektivního a difúzního toku, což je právě Pécletovo číslo elementu Pe. Asi nejjednodušší způsob konstrukce těchto asymetrických váhových funkcí navrhl Zienkiewicz
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(3.23)

kde skalární funkce ((Pe) vyjadřuje míru asymetrie (korekce), h je charakteristický rozměr elementu a součin 
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 je bezrozměrný gradient bázové funkce 
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. To je obecná formulace, pro jednodimensionální problém se redukuje na vztah
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Váhová funkce je tedy koncipována jako součet bázové funkce a její derivace se znaménkem, které odpovídá směru proudění. Pro lineární bázové funkce je tato modifikovaná váhová funkce znázorněna na následujícím obrázku
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Zajímavé je to, že váhové funkce odvozené z bázových funkcí, které nemají spojité první derivace jsou evidentně nespojité a musíme se ptát, zda je vůbec korektní jejich použití v integrálu, kde se objeví první derivace. Kupodivu to nevadí a dokonce platí
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                     (3.24)
což znamená, že asymetrie váhových funkcí vůbec neovlivní difúzní transport a projeví se jen modifikací konvektivního členu (ověřte!).


Co se týče funkce ((Pe), tak ta se navrhuje takovým způsobem, aby se numerické řešení shodovalo s přesným řešením alespoň pro speciální případ, kdy je rychlost v i transportní koeficient a konstantní. Napišme prototyp transportní rovnice v bezrozměrném tvaru
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a silné okrajové podmínky na krajích intervalu 
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. V tomto případě existuje analytické řešení ve tvaru exponenciály (ověřte)
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Použijeme-li výše uvedené váhové funkce (předpokládáme kladnou rychlost, takže sign(v)=1)
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bude výsledkem následující soustava rovnic 
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která je naprosto identická s tím, co bychom získali použitím standardní Galerkinovy metody s váhovými funkcemi Ni, jenomže ke koeficientu 1/Pe (který je přímo úměrný difúznímu koeficientu a) je přičtena zatím neznámá funkce (. Prakticky to znamená tolik, že byl zvětšen difúzní součinitel, např. viskozita, teplotní vodivost, součinitel difúze. Uměle byl tedy zvětšen difúzní člen rovnice ve srovnání s konvektivním členem, vlastně se zmenšilo efektivní Pécletovo číslo elementu, což se projeví potlačením eventuálních oscilací řešení. Je to téměř totéž, jako kdybychom do programu, který řeší Navierovy Stokesovy rovnice standardní Galerkinovou metodou dosadili za viskozitu vody třeba 0.01 Pa.s místo správné hodnoty 0.001 Pa.s (ne přesně totéž, jistý rozdíl by se projevil u zdrojových členů, které teď neuvažujeme). Pro stanovení optimální hodnoty ( porovnáme výsledek numerického řešení s lineárními bázovými funkcemi s analytickým řešením. 
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Dosazením funkcí Ni Nj do předchozího integrálu a integrací pro i=2 
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získáme lineární algebraickou rovnici, která odpovídá váhové funkci W2 Galerkin-Petrovovy metody pro zatím neurčenou hodnotu (
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Protože ale hodnoty (1 a (3 jsou zadané jako okrajové podmínky, je to rovnice pro ((0)
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a její řešení by se mělo při vhodné volbě 
[image: image333.wmf]a

 shodovat s analytickým řešením (3.26) pro libovolné okrajové podmínky a pro libovolné Pe. Porovnáním získáme lineární algebraickou rovnici pro 
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, jejímž řešením je po malých úpravách jednoduchá formule
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Poznámka: pro zjednodušení uvažujte např. (E=1 a (W=0 (nebo obráceně, výsledek bude vždy stejný). Pro velmi malé hodnoty Pécletova čísla konverguje funkce 
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To znamená, že pro malé hodnoty Pe přechází metoda Galerkin Petrov plynule ke standardní Galerkinově metodě se symetrickými váhovými funkcemi.

Poznámka: V literatuře se často definuje Pécletovo číslo elementu jako poloviční (vh/2a), vztah pro optimální 
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Příklad: Jednorozměrné vedení tepla v trubce


Integrací Fourierovy Kirchhoffovy rovnice teplotního pole přes průřez trubky (A je plocha průřezu, O je obvod průřezu, který se účastní přenosu tepla z povrchu trubky do okolního prostředí), získáme diferenciální rovnici pro střední kalorimetrickou teplotu T 
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kde 
[image: image340.wmf]v


je střední rychlost proudění kapaliny, k je součinitel prostupu tepla do vnějšího prostředí o teplotě Te , Q je intenzita vnitřního zdroje tepla (ohmický ohřev) a S charakterizuje spotřebu tepla (obvykle je tento člen nulový). Důležitou roli hraje koeficient teplotní disperse ae, který popisuje rychlost “rozmývání” teplotní poruchy kombinovaným vlivem radiální i axiální difúze a nerovnoměrného rychlostního profilu. Pro laminární proudění a dostatečně veliký součinitel teplotní vodivosti a odvodil Taylor vztah pro součinitel axiální disperse teploty
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   (vypadá to paradoxně, ale teplotní disperze je nepřímo úměrná a),

zatímco v turbulentním režimu (Re>2300) platí 
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Násobením rezidua transportní rovnice váhovou funkcí w(x), integrací a aplikací integrace per partes na disperzní člen, získáme slabou integrální formulaci 
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Použijeme-li aproximaci teplotního profilu 
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 a váhové funkce
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získáme následující soustavu obyčejných diferenciálních rovnic pro teplotní průběhy v jednotlivých uzlových bodech
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(3.28)

kde matice hmot je vyjádřena integrály
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matice přenosu tepla (konvekcí, disperzí i stěnou trubky)
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a vektor pravé strany reprezentuje vnitřní i vnější zdroje 
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Pokud bychom položili q=0 jednalo by se o Galerkinovu metodu s potlačením protiproudého efektu. Matice hmot by pak byla symetrická, ale matice přenosu by zůstala nesymetrickou, což je způsobeno konvektivním členem. K numerickému řešení soustavy obyčejných diferenciálních rovnic pro uzlové teploty se může využít třeba Eulerova metoda, tj. v každém časovém kroku se řeší soustava rovnic
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přičemž hodnotě 
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 odpovídá implicitní a hodnotě 
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 explicitní varianta Eulerovy jednokrokové integrace (implicitní varianta je stabilní pro libovolnou volbu časového kroku (t, explicitní metoda může být stabilní jen pro velmi malé časové kroky). Aby nebylo nutné řešit v každém časovém kroku soustavu rovnic, používá se někdy tzv. metoda rozštěpení operátoru („operator splitting“). Metoda rozštěpení operátoru je přibližná, předpokládá, že matice hmotnosti [[M]] je diagonální (lumped mass matrix) a v rovnici (3.29) ji pak můžeme nahradit jednotkovou maticí [[I]], 
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Rozštěpení operátoru se týká inverze matice, která je součtem matic jednotlivých elementů. Inverze velké matice soustavy je nahrazena součinem invertovaných matic elementů (a tuto inverzi lze provést v každém elementu zvlášť):
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Rozklad vyplývá ze vztahu 
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, který platí pro malý časový krok Δt (ověřte). 

V první fázi řešení se tedy v každém elementu počítají matice
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uloží na disk a pak teprve začne zpracování jednotlivých časových kroků, spočívajích v postupném násobení vektoru [[Tk]] maticemi jednotlivých elementů [[Ke]]. Vůbec není nutné provést sestavení a řešení velké soustavy rovnic se redukuje na opakované násobení “malých” matic. Optimální přesnosti je dosaženo pro (=0.5, viz Hughes et al. (1983). 

Příklad: Navierovy Stokesovy rovnice


S výjimkou plouživého proudění jsou Navierovy Stokesovy rovnice nelineární a tudíž obtížně řešitelné i když jde o laminární proudění Newtonské tekutiny s konstantní viskozitou a hustotou. Metodu Galerkin Petrov je pro řešení Navierových Stokesových rovnic třeba použít tehdy, je-li Reynoldsovo číslo příliš veliké (ve většině případů větší než cca 100), protože pak je vliv konvektivních setrvačných členů tak vysoký, že oscilace řešení by bylo možné potlačit u Galerkinovy metody jen nerealisticky hustou sítí konečných elementů. Platí to bez ohledu na to, zda se řešení zaměří na formulaci NS rovnic prostřednictvím proudové funkce a vířivosti ((,() nebo na primitivní proměnné rychlosti a tlak (u-v-p), eventuálně pouze na rychlosti (eliminace tlaku metodou pokutové funkce). I s asymetrickými váhovými funkcemi, které zajišťují „upwind“ efekt, se však často konvergence řešení při velmi vysokých hodnotách Re nedosáhne; to se týká laminárního režimu toku, modely turbulence generují zpravidla tak velkou turbulentní viskozitu, že potíže s konvergencí a oscilacemi řešení bývají menší. Obecně však jediný způsob, jak konvergence iterací dosáhnout, je modifikace sítě konečných elementů a jejich zhuštění v oblastech velkých gradientů rychlosti.


U formulace s proudovou funkcí a vířivostí se řeší dvojice rovnic: Poissonova rovnice pro proudovou funkci, kde lze aplikovat Galerkinovu metodou (tj. použít stejné bázové a váhové funkce) a transportní rovnice pro vířivost. Jen na tuto rovnici s konvektivním členem transportu vířivosti je třeba aplikovat asymetrické váhové funkce, tj. metodu Galerkin-Petrov. Obě diferenciální rovnice jsou druhého řádu a ve slabé formulaci (tj. po aplikaci Greenovy formule) se objeví jen první derivace řešení – pro proudovou funkci i pro vířivost lze tedy použít ty nejjednodušší lineární bázové funkce (ve FEMINě jsou tyto varianty označovány PSOM- psi/omega a CARE, dle autorky metody Campion-Rensonové). Bázové funkce pro proudovou funkci i vířivost tedy mohou být stejné, což neplatí u následující metody primitivních proměnných.


Formulace s primitivními proměnnými (rychlosti a tlak) má velkou výhodu v tom, že je prakticky stejným způsobem použitelná pro řešení 2D i 3D problémů. Komplikace však způsobuje fakt, že NS rovnice nelze řešit nezávisle na rovnici kontinuity a že nelze použít stejné bázové a váhové funkce pro rychlosti i pro tlaky. Asi nejdůležitějším pravidlem je to, že pro aproximaci rychlostí je třeba použít „lepší“ bázové funkce (s vyšším stupněm polynomů) než pro aproximaci tlaku. V metodě konečných prvků je tedy přípustné aproximovat rychlosti vx, vy např. bázovými funkcemi s úplnými kvadratickými polynomy v šestiuzlových trojúhelníkových elementech (kvadratický polynom dvou proměnných x,y má 6 koeficientů) a rozložení tlaku aproximovat lineárními bázovými funkcemi využitím jen tří uzlů (lineární polynom má tři koeficienty). Osvědčují se i bikvadratické polynomy pro rychlosti a bilineární polynomy pro tlak u čtyřúhelníkových elementů a dokonce je možné pracovat s lineární aproximací rychlostí a konstantním tlakem. Použití lineárních nebo kvadratických polynomů současně pro rychlosti i tlak by však nefungovalo. Tuto zásadu si lze pamatovat dle toho, že v Navierových Stokesových rovnicích jsou pouze první derivace tlaku (gradient tlaku), zatímco druhé derivace rychlostí (Laplaceův operátor) – pokud má být příspěvek obou členů k reziduu NS rovnice polynom stejného stupně, musí být stupeň polynomu popisu rychlostí o jedničku vyšší než u polynomu, který aproximuje rozložení tlaku. Odlišné musí být i váhové funkce aplikované na rovnici kontinuity (použijí se symetrické váhové funkce stejného typu jako bázové funkce pro aproximaci tlaku) a váhové funkce aplikované na NS rovnice, což jsou transportní rovnice, takže je vhodné použít výše uvedené asymetrické váhové funkce s koeficientem (, který však není funkcí Pécletova, nýbrž Reynoldsova čísla elementu (předpis pro optimální hodnotu ( je ale stejný).


2D stacionární tok Newtonské kapaliny bez uvažování vztlaku je popsán trojicí rovnic (dvě Navierovy Stokesovy rovnice bilance hybnosti ve směrech x,y a rovnice kontinuity)
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(3.31)

pro trojici neznámých, které budeme aproximovat bázovými funkcemi Nj (pro rychlosti) a Hj (pro tlaky).
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U rovnic bilance hybnosti použijeme asymetrické váhové funkce
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čímž po aplikaci Greenovy věty na gradient tlaku i na vazký člen NS rovnic obdržíme 
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Jako váhové funkce u rovnice kontinuity použijeme symetrické bázové funkce Hi pro tlak (rovnici kontinuity koneckonců vnímáme jako rovnici pro tlak) 



[image: image367.wmf]0

]

[

]

[

=

¶

¶

+

¶

¶

ò

ò

W

W

yj

j

i

xj

j

i

v

dx

y

N

H

v

dx

x

N

H

.

Po aplikaci Greenovy formule se objeví integrály na hranici oblasti, které jsme neuvedli. Na stěně, na ose symetrie nebo na vstupu, kde je zadáván rychlostní profil jsou stejně nulové. Hraniční integrály by se uplatnily jako přirozené okrajové podmínky jen na výstupu. 

U předchozích rovnic je nápadné to, že koeficienty u rychlostí v rovnici kontinuity jsou téměř stejné jako koeficienty u tlaků v Navierových Stokesových rovnicích – liší se jen tím, že v rovnici kontinuity jsou integrály z parciálních derivací bázových funkcí N, zatímco u tlaků jsou to parciální derivace asymetrických váhových funkcí W. Stejně jako u difúzního členu je tento rozdíl malý (u 1D, stejně dlouhých elementů a při lineárním profilu tlaku je dokonce nulový), takže ho můžeme ho zanedbat (vlastně musíme, protože jinak bychom integrovali nekonečno). To znamená, že asymetrické váhové funkce se uplatní jen u konvektivních členů NS rovnic. Výsledné rovnice potom můžeme zapsat přehledněji takto
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Výsledná soustava algebraických rovnic pro vx, vy, p má následující vlastnosti: matice soustavy není symetrická, (protože matice A není symetrická) a není ani konstantní, protože matice A závisí na rychlostech (viz konvektivní člen). Tyto rychlosti je třeba aproximovat hodnotami z předchozí iterace a eventuálně použít Newtonovu Raphsonovu metodu řešení soustavy nelineárních rovnic (odvoďte): 
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Nepříjemnou vlastností soustavy je i to, že diagonální prvek u tlaků je nula, což je důsledkem toho, že v rovnici kontinuity se tlak nevyskytuje. Nelze tedy použít běžné iterační metody řešení soustavy rovnic (Gauss Seidel apod.). Tuto nevýhodu lze potlačit pozměněnou formulací problému např. tak, že se uvažuje mírně stačitelná tekutina (metoda pseudokompresibility), nebo že se rovnice kontinuity nahradí Poissonovou rovnicí pro tlak, eventuálně tím, že se tlak úplně eliminuje metodou pokutové funkce. Všechny tyto alternativy byly diskutovány v předchozích kapitolách.

3. BEM Trefftzova metoda hraničních prvků


Metoda hraničních prvků je novější než metoda konečných prvků i když její teoretické základy jsou poměrně staré (viz např. Brebbia, Banerjee) – původně šlo o metody analytické, zaměřené na hledání singulárních řešení problémů lineární pružnosti, které by umožnily získat řešení konkrétních problémů ve tvaru integrálů singulárních (tzv. fundamentálních) řešení. Nástup metody konečných prvků v šedesátých letech tento vývoj poněkud zabrzdil, zdálo se, že metody singulárních integrálů nebudou konkurenceschopné (to se koneckonců říkalo třeba i o kolokačních metodách). V sedmdesátých letech se však podařilo skloubit teoretické principy metody singulárních integrálů a metody konečných prvků - poprvé se objevuje název metoda okrajových prvků, což jsou vlastně konečné prvky, které ale pokrývají pouze hranici a nikoliv vnitřek vyšetřované oblasti. 


Princip metody hraničních prvků (BEM-Boundary Element Method) je založen na dvojí aplikaci Greenovy věty, která přenáší všechny první i druhé derivace z řešení na váhové funkce, které pak musí být hladší než váhové funkce použité u předchozích variant MWR. Jako váhové funkce se používají speciální analytické funkce s jedinou singularitou, tzv. singulární (nebo též fundamentální) řešení problému, který odpovídá původní diferenciální rovnici, ale s pravou stranou nahrazenou delta funkcí 
[image: image377.wmf]d

=

F

)

(

L

. Taková singulární řešení se dají snadno nalézt pro Poissonovu rovnici (což využívá např. panelová metoda pro výpočet potenciálního obtékání trupu letadel) nebo pro rovnice lineární pružnosti a právě u těchto typů aplikací je použití BEM výhodné, i když BEM lze aplikovat i na složitější nelineární problémy, viz Brož 1995.


Princip metody ukažme na řešení Poissonovy rovnice
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Aplikací Greenovy formule získáme slabou formulaci (Galerkin)
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Opakovaným použitím Greenovy formule přeneseme všechny derivace na váhové funkce w
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Jako váhové funkce wi(x,y) nyní použijeme singulární řešení Poissonovy rovnice se singularitou v libovolném bodě xi,yi 
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jejímž řešením je (ověřte)



[image: image382.wmf]i

i

r

y

x

w

1

ln

2

1

)

,

(

p

=

, 
kde

[image: image383.wmf]2

2

)

(

)

(

i

i

i

y

y

x

x

r

-

+

-

=

.

Dosazením této váhové funkce získáme vztah pro hodnotu řešení v bodě xi,yi
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Hodnotu řešení (a nezáleží na tom, kde, uvnitř, vně nebo na hranici oblasti Ω) lze stanovit jako integrál řešení a normálové derivace řešení podél hranice Γ. Místo aproximace řešení jako funkce dvou prostorových souřadnic x,y stačí uvažovat jen závislost na jediné souřadnici Γ ve směru hranice
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Aproximace řešení je tudíž plně určena N koeficienty (j a N koeficienty (nj (aproximace normálových derivací). Současně však v musí být v každém bodě hranice zadaná právě jedna okrajová podmínka – buď hodnota ( nebo normálová derivace. Efektivně je tedy řešení problému definováno právě N koeficienty (buď (j nebo (nj) pro něž je třeba formulovat N-rovnic
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Prvky matice soustavy jsou tedy integrály bázových funkcí Nj (často se používají po částech konstantní funkce) a fundamentálních řešení wi (závisí na typu problému) podél hranice vyšetřované oblasti. Tato soustava lineárních algebraických rovnic je podstatně menší, než kdyby byla použita Galerkinova metoda s dvourozměrnou aproximací řešení, ale matice soustavy není ani symetrická, ani řídká, takže nelze použít některé speciální algoritmy pro řešení soustav s řídkou symetrickou maticí.


Trojrozměrný modely jsou přesnou analogií 2D, místo úseček jako hraničních elementů jsou plošky (např. trojúhelníky). Singulární řešení není logaritmus, ale hyperbolická funkce
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4. Síťové (konečněprvkové) aproximace a bázové funkce 


Bázové funkce 
[image: image391.wmf])
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 používané v předchozích metodách mohou být definovány nějakým jednotným předpisem v celé oblasti řešení třeba jako ortogonální polynomy (obecně jako Fourierovský rozvoj – tzv. spektrální rozklad, pak se hovoří o spektrálních metodách). Tento způsob aproximace analytickými funkcemi je výhodný pro geometricky relativně jednoduché modely a je typický např. pro aplikace kolokační metody. Metoda sítí a metoda kontrolních objemů s konceptem bázových funkcí vlastně neoperuje. 


Galerkinova metoda se ale zpravidla opírá o koncept konečných elementů. Odlišnost tohoto typu aproximace je v tom, že bázové funkce Ni(x) se nedefinují jako analytické funkce v celé oblasti (, ale definují se jen po částech, po elementech (v každém elementu jako polynom s jinými koeficienty). Funkce se jednoznačně identifikují na základě požadavků, kladených na jejich hodnoty nebo na hodnoty jejich derivací v uzlových bodech. Uzly se většinou umísťují na obvodě elementů, ale někdy i uvnitř. Návaznost, tj. spojitost nebo i hladkost bázových funkcí zajišťují právě ony uzly na rozhraní elementů. Specifikum takto definovaných bázových funkcí Ni(x) je to, že jsou rovny nule téměř v celé oblasti řešení ( s výjimkou elementů v nichž leží uzel i (třeba na jejich obvodě), hovoříme o funkcích s kompaktním nosičem. Kompaktnost vyplývá ze základního požadavku, který musí každá bázová funkce splňovat
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slovy, i-tá bázová funkce je rovna jedné v uzlu i, zatímco ve všech ostatních uzlech je nulová.

4. 1D – Lineární a Hermiteovská aproximace

Po částech (po elementech) lineární polynomy (každý element má dva uzly, celý systém má N-uzlů, kterým odpovídá N-bázových funkcí střechovitého tvaru). 
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Vzhledem k tomu, že bázová funkce Ni je v uzlu i rovna jedné, jsou koeficienty 
[image: image394.wmf]i
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 přímo funkční hodnoty v uzlech sítě. Bázové funkce jsou spojité, ale mají nespojité již první derivace. Jsou použitelné u 1D problémů FEM nebo 2D problémů BEM pro aproximaci teplot, tlaku, posuvů v elementech typu táhlo nebo trubka, ale dají se použít i pro popis průhybu a natočení nosníků popisovaných Timošenkovou teorií (viz Ritzova metoda).

Hermiteovské polynomy se spojitými prvními derivacemi v uzlech je třeba použít pro aproximaci průhybu nosníků, pokud je požadována spojitost i prvních derivací (např. Bernoulliho nosník). Uzlové parametry jsou v tomto případě hodnoty i první derivace:
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kde koeficienty 
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 jsou funkční hodnoty a 
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 hodnoty prvních derivací v uzlech.

Protože v každém uzlu dvouzlového elementu jsou kladeny na bázovou funkci dva požadavky (hodnota + první derivace), musí být použity kubické polynomy se čtyřmi koeficienty
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4. 2D Trojúhelníkové elementy - lineární polynomy

Lineární polynomy na trojúhelníkových elementech jsou nejjednodušší a často používanou aproximací teplot, tlaků, koncentrací, posuvů u 2D problémů. Zajišťují spojitost funkčních hodnot, ale ne spojitost prvních derivací, nelze je tedy použít např. pro modelování Kirchhoffových desek (skořepin).

Polohu bodu x,y uvnitř trojúhelníku
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Plocha trojúhelníku
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Lineární bázové funkce (lineární polynomy se třemi koeficienty) jsou určeny souřadnicemi vrcholů trojúhelníku
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Tento vztah je striktně vzato použitelný jen pro i=1 a ne pro i=2, i=3, protože jinak by i+1 a i+2 byly indexy neexistujících vrcholů. Východiskem je zavedení notace prvního a druhého následníka uzlu. Index i1 označuje prvního následníka uzlu i v cyklické permutaci indexů 1,2,3. To znamená, že prvním následníkem uzlu 1 je uzel 2, následník uzlu 2 je uzel 3, ale první následník uzlu 3 je už zase uzel 1. Stejně tak druhý následník (i2) uzlu 1 je uzel 3, druhý následník uzlu 2 je uzel 1 a druhý následník uzlu 3 uzel 2.
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První derivace lineárních bázových funkcí jsou v celém elementu konstantní,
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Lineární bázové funkce jsou totožné s tzv. plošnými souřadnicemi 
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, které se používají pro konstrukci bázových polynomů vyššího stupně, např. kvadratických polynomů se šesti koeficienty, kubických polynomů s 10ti koeficienty, viz další odstavec.


Kromě tohoto typu elementu se např. při řešení Navierových Stokesových rovnic používá trojúhelníkový element s uzly nikoliv ve vrcholech, ale ve středech stran. Lineární bázové funkce jsou pak nespojité na rozhraní elementů (spojitost je zajištěna jen v uzlech), ale přesto jsou pro výpočet proudění (lineární aproximaci rychlostí ve spojení s konstantními tlaky) vhodnější než elementy s uzly ve vrcholech. Důvod je jednoduchý: Na stejné síti trojúhelníků je více uzlů ve středech stran než ve vrcholech a tudíž je k dispozici více stupňů volnosti pro rychlosti než pro tlaky. Příliš málo stupňů volnosti pro rychlosti totiž znamená, že aproximace rychlostí nemohou splnit ani všechny podmínky kontinuity, natož aby ještě stačily minimalizovat reziduum Navierových Stokesových rovnic (tomuto efektu se říká „locking“ zamykání – něco podobného se stává třeba u nosníků nebo skořepin).

Příklad: Uvažujeme silné okrajové podmínky pro rychlosti na celé hranici čtvercové oblasti (tok v dutině). Červené kroužky označují uzly pro rychlosti, žluté trojúhelníčky uzly pro tlak (tj. rovnici kontinuity).
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Varianta s uzly ve vrcholech bude mít jen 4x2=8 stupňů volnosti pro dvě složky rychlosti vx vy, které by měly splňovat rovnici kontinuity v 18ti trojúhelníkových elementech, což představuje 18 rovnic – neřešitelné. Varianta s uzly uprostřed stran bude mít 21x2=42 stupňů volnosti pro rychlosti a to už je víc než 18 podmínek, požadovaných rovnicí kontinuity. Pro NS rovnice zbývá 42-18=24 stupňů volnosti rychlosti a metoda může fungovat. Na obrázku úplně vpravo je varianta s kvadratickými polynomy pro rychlosti (6 uzlů) a lineárními polynomy pro tlak. Pro rychlosti je tedy k dispozici 25x2=50 stupňů volnosti a jenom 16 podmínek pro tlak – to je ještě lepší poměr než v předchozím případě. Elementy tohoto typu jsou pro výpočet proudění koneckonců jedny z nejlepších (Taylorovy elementy).

4. 2D Trojúhelníkové isoparametrické elementy - kvadratické polynomy 


Kvadratické bázové funkce (trojúhelníkový element se šesti uzly, viz předchozí příklad), jsou definovány odlišně pro vrcholy a stranové uzly
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Kvadratické bázové funkce mohou sloužit nejen k aproximaci hledaného řešení, ale i k transformaci geometrie trojúhelníkového elementu, který pak může mít zakřivené strany, což může být výhodné v případě, že je zakřivená hranice triangulované oblasti řešení. Transformace jednotkového pravoúhlého trojúhelníka z referenčního souřadného systému plošných souřadnic (=L2, (=L3 do kartézského souřadného systému x,y je definována vztahy
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Tato transformace vzhledem k vlastnostem bázových funkcí přiřazuje uzlu 1 (L2=0, L3=0) souřadnice x1, y1, uzlu 2 (L2=1, L3=0) souřadnice x2, y2, uzlu 3 (L2=0, L3=1) souřadnice x3, y3, uzlu 4 (L2=0.5, L3=0) souřadnice x4, y4, atd. Ověření, že transformace funguje: vrchol 1 má souřadnice L1=1, L2= L3=0, tudíž bázové funkce N1=1, N2= N3=...= N6 =0 a x=x1, y=y1.
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Tyto zakřivené trojúhelníkové elementy se nazývají ISOPARAMETRICKÉ. Proč isoparametrické? Stejné parametry (xi, yi) jsou totiž použity pro konstrukci bázových funkcí Ni(L) i pro určení geometrie zakřivených stran. Někdy se používají i subparametrické nebo superparametrické elementy. Například zakřivený šestiuzlový trojúhelník, který při řešení Navierových Stokesových rovnic používá jen lineární aproximaci tlaku, je subparametrický: 6 prametrů (uzlů) slouží k definici transformace geometrie, ale jen 3 uzly k definici bázových funkcí.


Bázové funkce 
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 jsou polynomy v plošných souřadnicích (nebo v souřadnicích 
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) a souřadnice x,y jsou také polynomy v souřadnicích 
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. Jenomže transformace 
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, tj. inverzní transformace, už polynomy nejsou a tudíž ani isoparametrické bázové funkce 
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 nejsou polynomy! Důsledkem je to, že integrace se musí provádět numericky, čemuž bude věnována zvláštní kapitola.

Derivace bázových funkcí těchto elementů se počítají jako derivace funkcí složených
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kde detJ je Jakobián transformace.

Příklad:

Z předchozího vztahu je patrné, že regularita transformace vyžaduje, aby byl Jakobián transformace různý od nuly. Když je nulový nebo když se blíží k nule, rostou první derivace bázových funkcí k nekonečnu (singularita řešení). Toho se dá někdy využít, protože takové singularity se vyskytují na hranicích, které nejsou hladké, třeba v rozích L-profilů, nebo v trhlinách materiálu. A právě pro popis koncentrace napětí v takových trhlinách se mohou použít isoparametrické prvky, jejichž geometrie je úmyslně volena tak, aby byl Jakobián malý nebo rovný nule v uzlu, kde je vrchol trhliny. Dají se použít buď čtyřúhelníkové prvky se sloučenou dvojicí uzlů (geometricky se pak jeví jako trojúhelníkový element) nebo výše uvedené 6ti uzlové trojúhelníky s kvadratickými bázovými funkcemi a transformací geometrie popsanou následujícími vztahy (souřadnice 
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, totožné s plošnými souřadnicemi L2, L3 jsou dvojicí nezávislých souřadnic referenčního souřadného systému, singularita, vrchol trhliny se nachází například v uzlu 1)
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Vzhledem k  
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 jsou v uzlu 1 (L1=1) hodnoty derivací (zajímá nás Jakobián transformace jen v uzlu 1, kde chceme modelovat singularitu)
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Pro zjednodušení a názornost uvažujme trojúhelník se souřadnicemi uzlů x1=y1=y5=0, x4=x6=d, x2=x3=1
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Jakobián transformacev uzlu číslo 1 je tudíž 
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, což je rovno nule pro d=0.25. Tento výsledek lze snadno zobecnit: pokud jsou uzly 4 a 6 umístěny v jedné čtvrtině délky strany (blíže k uzlu 1), bude Jakobián transformace v uzlu 1 nulový.

4. 2D Trojúhelníkové elementy se spojitými prvními derivacemi .- kubické polynomy  (doporučené přednášky)

Výše uvedené lineární i kvadratické polynomy nejsou použitelné např. pro popis skořepin, protože zajišťují spojitost (, ale ne spojitost prvních derivací na rozhraní elementů (na stranách trojúhelníků). V těchto případech se musí stejně jako v 1D použít Hermiteovské polynomy, i když tyto funkce mají spojité derivace jen ve vrcholech trojúhelníků. Stejně jako v 1D to musí být minimálně kubické polynomy. Nejjednodušší Hermiteovské trojúhelníky mají jen tři uzlové body, a v každém z nich jsou tři stupně volnosti (N N,x N,y), celkem tedy 9 DOF, čímž je ve vrcholech zajištěna spojitost funkčních hodnot a prvních derivací. Úplné kubické polynomy mají ovšem 10 koeficientů, což je o jeden koeficient víc, než kolik je definitorických požadavků na bázové funkce. Desátou chybějící podmínku formuloval Bazeley (1965) jako požadavek, aby bázové funkce (tj. neúplné kubické polynomy) zahrnovaly libovolný kvadratický polynom.
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Bázové funkce s indexy 1,4,7 aproximují hodnoty, bázové funkce 2,5,8 první derivace ve směru x, a bázové funkce 3,6,9 první derivace ve směru y. Výsledek odvození lze shrnout do následujících vztahů:

Bázové funkce s hodnotou 1 ve vrcholech a nulovými prvními derivacemi
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Bázové funkce nulové ve vrcholech s jednotkovou derivací ve směru x



[image: image428.wmf])

2

1

)(

(

)

2

1

)(

(

)

,

,

(

3

2

1

2

2

2

3

2

1

1

2

1

3

2

1

1

3

L

L

L

L

L

x

x

L

L

L

L

L

x

x

L

L

L

N

i

i

i

i

i

i

i

i

i

+

-

+

+

-

=

-


Bázové funkce nulové ve vrcholech s jednotkovou derivací ve směru y
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Princip odvození:

Za základ konstrukce bázových funkcí je užitečné použít členy typu Li2Lj, které jsou nulové ve všech vrcholech a pouze v uzlu i mají nenulovou první derivaci (dají se tudíž přímo využít pro sestavení dvojice bázových funkcí s jednotkovými derivacemi dle x,y v uzlu i). Kromě těchto členů (je jich 6 pro různé kombinace indexů i,j) je zajímavý i součin L1L2L3 který je nulový ve všech uzlech a má v nich dokonce i nulové obě první derivace. Tento člen tedy můžeme přičíst k libovolné bázové funkcím, aniž by to změnilo její vlastnosti v uzlech. Na základě těchto vlastností je rozumné vyjít z kubického polynomu s 10-ti koeficienty v1,…,v9, c 
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Jak patrno, tento polynom zahrnuje všechny lineární polynomy, ale vzhledem k třem chybějícím kvadratickým členům typu LiLi1 ne nutně jakýkoliv kvadratický polynom a1L1L2+ a2L2L3+ a3L1L3 (jednoduše řečeno lze nalézt takový kvadratický polynom, který nejde vyjádřit předchozí formulí při libovolné volbě 9-ti koeficientů v1,…,v9). Toho lze dosáhnou pouze volbou c=1/2 při v4=v5=a1, v6=v7=a2,. v8=v9=a3, využitím identity L1+L2+L3=1.

Konkrétní bázové funkce s požadovanými uzlovými hodnotami lze pak sestavit jako lineární kombinace 9 základních členů. Ukážeme to na příkladech:

N1(x,y) by měla mít všechny derivace v uzlech nulové a jen její hodnota v uzlu 1 by měla být 1. Kombinace
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tyto vlastnosti má, protože nenulové derivace v uzlu 1 mají jen první tři členy 
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, v uzlech 2 a 3 se uplatní předposlední, resp. poslední člen, který anuluje derivace prvního členu (L1).

Ještě jednodušší je to u bázových funkcí, které mají mít jen jedinou nenulovou první derivaci v jediném uzlu. Např. N2(x,y) má mít rovnou jedné pouze x-ovou derivaci v uzlu 1. Nenulové derivace v uzlu 1 mají ovšem pouze dva členy lineární kombinace 
[image: image433.wmf])

(

)

(

2

1

3

1

9

3

1

2

1

4

cL

L

L

L

v

cL

L

L

L

v

+

+

+

, jejíž dva koeficienty jsou jednoznačně určeny podmínkami 
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Poznámka: Svým způsobem jednodušší (z hlediska odvození určitě) jsou bázové funkce konstruované jako úplné kubické polynomy. Jsou i o něco přesnější, ale je třeba přidat další uzel, např. do těžiště trojúhelníku, který je pak nositelem chybějící desáté podmínky – v tomto vnitřním uzlu je jen jeden stupeň volnosti, funkční hodnota. Vnitřní stupně volnosti se ale dají eliminovat ještě ve fázi generování lokálních matic elementů a neobjeví se ve výsledné soustavě rovnic - této technice se říká kondenzace parametrů.
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4.   3D - Čtyřstěnné lineární elementy


Nejjednodušší typ 3D elementů je čtyřstěn se čtyřmi vrcholy, který umožňuje jednoznačnou definici lineárních bázových funkcí 
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. Je to přesná analogie 2D trojúhelníkových elementů, lišící se jen tím, že místo plošných souřadnic se použijí objemové souřadnice, definované jako poměr objemu čtyřstěnu jehož jeden vrchol je bod x,y,z, k objemu celého čtyřstěnného elementu. 
Vztah mezi objemovými (L1, L2, L3, L4) a globálními kartézskými souřadnicemi (x, y, z) je popsán rovnicemi:
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Pro objem čtyřstěnu platí:
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V případě čtyřstěnných elementů se čtyřmi uzly jsou lineární bázové funkce N1…4  totožné s objemovými souřadnicemi Li(x,y) bodu ve čtyřstěnu:
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i=1,2,3,4.

4. 3D Kubické bázové funkce (doporučené přednášky)

Nutnost použít Hermiteovské elementy se spojitými prvními derivacemi není ve 3D tak častá jako ve 2D (skořepiny), protože požadavek na spojitost prvních derivací je typický pro biharmonické rovnice ve 2D. Přesto se však Hermiteovské polynomy používají i ve 3D, protože jen jejich prostřednictvím lze na prostorový objekt (těleso) navázat např. skořepinu, trubku nebo nosník. Jinak než zavedením uzlového parametru typu natočení bychom totiž nemohli zajistit požadavek pevného připojení („přivaření“ a ne jen kloubového připojení) skořepinového elementu. Konstrukce těchto Hermiteovských elementů ve čtyřstěnech je podobná konstrukci úplných kubických polynomů v trojúhelnících.

Čtyřstěny s osmi uzly mají čtyři uzly ve vrcholech a čtyři uzly v těžištích stran. Protože kubický polynom s proměnnými x,y,z má 20 členů, je k výpočtu koeficientů potřeba soustava 20 nezávislých rovnic. Ve vrcholech čtyřstěnu uvažujeme spojité hodnoty 
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 a spojité první derivace
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 (16 rovnic) a v těžištích stran pouze spojité hodnoty 
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Bázové funkce s hodnotou 1 ve vrcholech a nulovými prvními derivacemi 
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Bázové funkce s hodnotou 1 v těžištích stran a nulovými prvními derivacemi:
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V rovnici (..) index i1 označuje prvního následníka uzlu i v cyklické permutaci indexů 1,2,3.

Derivace bázových funkcí se počítají jako derivace složené funkce. Při zápisu bázových funkcí jsou derivace 
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označeny jako Xi , Yi , Zi :
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Bázové funkce nulové ve vrcholech a s jednotkovou derivací ve směru x:
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Bázové funkce nulové ve vrcholech a s jednotkovou derivací ve směru y:
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Bázové funkce nulové ve vrcholech a s jednotkovou derivací ve směru z:
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4. 2D Čtyřúhelníkové isoparametrické elementy (4 a 8 uzlů)


Protože minimální počet uzlů čtyřúhelníku, které by zajišťovaly konektivitu na sousední elementy, jsou čtyři, minimální počet podmínek, které musí splňovat bázové funkce jsou také čtyři a nemohou to tudíž být lineární polynomy (možná jen jako regresní lineární polynomy). Používají se zpravidla bilineární (neúplné kvadratické), bikvadratické (neúplné kubické) polynomy. Stejně jako u trojúhelníků se využívá transformace geometrie, tady je to dokonce nezbytné, protože se používají neúplné polynomy, které by v kartézských souřadnicích nemusely správně fungovat (pro některé geometrie). Transformace souřadného systému (, (( x,y je definována u obou isoparametrických elementů vztahem
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Poznámka: Je třeba si uvědomit, že je snadné spočítat x,y pro dané referenční souřadnice (, (, ale obráceně to tak snadné není (řešení nelineárních rovnic!). Proto je dost velký problém zjistit hodnotu řešení v zadaném bodě x,y i když jsou spočítané všechny uzlové hodnoty.

Bázové funkce jsou u čtyřuzlového elementu bilineární polynomy v proměnných (, (: 
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kde (i, (i jsou souřadnice i-tého uzlu.

Bázové funkce osmiuzlového elementu jsou neúplné kubické polynomy
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Poznamenejme, že derivace bázových funkcí se počítají stejným způsobem jako u isoparametrických trojúhelníků, tj. jako derivace funkcí složených
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kde detJ je Jakobián transformace.

4. 3D Šestistěnné isoparametrické elementy (8 a 20 uzlů)

Jde o přímočaré zobecnění čtyřúhelníkových elementů se stejnými vlastnostmi a stejným typem aplikací. Stejná transformace referenční krychle s délkou stran 2 do kartézského souřadného systému x,y,z a podobné bázové funkce.

[image: image607.wmf])

(

1

C

s

Trilineární (osmiuzlový šestistěn)


[image: image455.wmf])

1

)(

1

)(

1

(

8

1

)

,

,

(

i

i

i

i

N

VV

hh

xx

V

h

x

+

+

+

=


i=1,…,8

Trikvadratický (dvacetiuzlový šestistěn)
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i=1,…,8

Uzly na stranách
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4.      Integrace 2D a 3D bázových funkcí

V předchozích odstavcích bylo popsáno jak se bázové funkce konstruují a jak se derivují. Prvky matic tuhosti, hmotnosti apod. jsou ovšem integrály přes konečné elementy, při čemž integrandem jsou součiny bázových funkcí Ni(x,y,z) a jejich derivací. Proto je třeba ukázat, jak se provádí výpočet plošného nebo objemového integrálu bázových funkcí přes konečný element nejprve v referenčním a pak v kartézském souřadném systému. 

Analyticky to jde pouze u trojúhelníkových elementů nebo prostorových čtyřstěnů s bázovými funkcemi, které jsou vyjádřeny plošnými nebo objemovými souřadnicemi. Platí totiž formule
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(důkaz indukcí)
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Ve všech ostatních případech se musí použít Gaussova integrace

Jednorozměrné elementy, čtverec, krychle
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Vtip Gaussovy integrace spočívá v tom, že používá optimální souřadnice xi integračních uzlů (v intervalu –1 až 1) a optimální váhové koeficienty wi. Například tedy dvoubodová integrace (N=2) používá 4 optimalizované hodnoty, stanovené tak, aby byl přesně integrován libovolný polynom co nejvyššího stupně; již tyto dva integrační body stačí k tomu, aby byl přesně integrován libovolný kubický polynom (který má 4 koeficienty, odpovídající čtyřem optimalizovaným parametrům). 

Jako bázové polynomy je výhodné použít Legendreovy ortogonálních polynomy (místo 1,x,x2,…), 
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Souřadnice Gaussových uzlů jsou totiž přímo kořeny těchto Legendreových polynomů, neboť
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Např. dvoubodová Gaussova integrace má dva symetrické uzly se souřadnicemi, které jsou kořeny rovnice 
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Pozn.: Legendreův polynom třetího stupně je funkce lichá, takže podmínka nulového integrálu P3 je splněna automaticky. Lze zkontrolovat, že je splněna i podmínka nulového integrálu P4.

U tříbodové Gaussovy integrace jsou souřadnice uzlů kořeny 
[image: image468.wmf]...

77459

.

0

   

,

0

    

,

0

)

(

3

,

2

1

3

±

=

=

=

x

x

x

P


a váhové koeficienty w1, w2=w3 jsou řešením soustavy dvou lineárních algebraických rovnic
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w1=0.88888, w2=0.5555555

Souřadnice uzlů (kořeny Legendreových polynomů) i korespondující váhové koeficienty jsou pro vyšší počty integračních uzlů tabelovány, viz např. Zienkiewicz O.C.: The FEM in engineering science, McGraw Hill, London, 1971 až pro n=10.

Podobným způsobem se integruje na trojúhelníkových a čtyřstěnných elementech
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kde váhové koeficienty i plošné souřadnice integračních uzlů jsou optimalizovány a tabelovány.


FEMINA má připravené tabulky souřadnic (a vah) pro N=1,3,4,6,7,12,16 u trojúhelníků,

a 1x1, 2x2, 3x3, 4x4 integračních uzlů ve čtyřúhelníkových elementech, viz obr.

Všechny předchozí formule se týkaly výpočtu integrálů přes referenční elementy v prostoru plošných (objemových) souřadnic L1, L2, L3, (L4) nebo souřadnic (,(, (() jednotkového čtverce (krychle). Integrály je však třeba počítat v kartézském souřadném a přes obecné, např. zakřivené, elementy, vázané s referenčním souřadným systémem výše uvedenou transformací souřadnic typu 
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 u šestistěnů (podobně u trojúhelníků a čtyřstěnů). Otázka zní takto: jaký je poměr korespondujících elementárních plošek v kartézském a referenčním souřadném systému?
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Poměr elementárních korespondujících ploch je tedy Jakobián transformace, použitý již dříve pro vyčíslení derivací bázových funkcí v isoparametrických elementech. Integrál přes element v kartézském souřadném systém x,y tedy můžeme počítat jako integrál přes referenční čtverec dle formule
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4. Nesíťové aproximace (meshless) 


Nesíťové aproximace jsou moderní variantou konečněprvkových aproximací, lišící se tím, že nejsou definovány elementy, ale jen uzlové body, roztroušené uvnitř vyšetřované oblasti Ω. To je podstatné zjednodušení, protože generování uzlů je snadné, zatímco generovaní elementů (konektivity uzlů) je velmi obtížné – elementy nesmí být příliš deformované, nesmí se překrývat a nesmí zůstat žádná nevyplněná část oblasti Ω. Nesíťové metody používají také bázové funkce Ni s malým nosičem, které jsou přiřazovány jednotlivým uzlům.


Intuitivní přístup, použitý při interpolaci dat z bodových zdrojů záření ve FEMINě, je založen na aproximaci dle vzdálenosti bodu 
[image: image476.wmf]x
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 od uzlových bodů 
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kde exponent m je přibližně roven dimenzi prostoru.


To je ovšem čirá heuristika, která není příliš korektní, protože tato aproximace je přesná pouze pro konstantní funkce Φ(
[image: image479.wmf]x

r

), nebo pro lineární Φ(x), ale jen v 1D.


Podobný koncept představují Shepardovy funkce
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   a wj jsou váhové funkce.

Shepardovy funkce jsou úplné jen v prostoru konstantních funkcí, tzn. jsou schopny přesně popsat jen konstantní funkce. Nicméně jsou spojité C1. Váhové funkce wi(x) se vztahují ke každému uzlovému bodu a jsou to buď Gaussovské funkce (typu exp(-x2)) nebo spliny 4-tého stupně
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, kde 
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a ri je poloměr kruhu nebo koule, v níž je váhová funkce definována (mimo tuto oblast je nulová). Pozn.: Koeficienty mocnin 1,-6,8,-3 zajišťují nulové derivace splinu v počátku i na hranici d=1.


Nejčastěji se používají nesíťové aproximace v poněkud složitější variantě MLS (moving least squares) – klouzavé metodě nejmenších čtverců. Princip metody spočívá v nahrazení průběhu Φ(x) regresním polynomem (někdy jen konstantou, často lineárním někdy kvadratickým polynomem), jehož koeficienty se stanoví regresí uzlových hodnot metodou nejmenších čtverců (viz Gaussova metoda).
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kde w(x) jsou váhové funkce (skalár), p(x) bázové polynomy, vektor dimenze M (např. 1,x), a jsou koeficienty regresního polynomu (vektor dimenze M), a (l uzlové hodnoty aproximované funkce 


Specifikum MLS je v tom, že v každém bodě x oblasti ( (a nemusí to být právě uzlový bod) se konstruuje jiný regresní polynom s koeficienty a(x), které závisí na x. Výsledkem je následující vyjádření aproximační funkce
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  (matice v závorce má dimenzi MxN)

matice AMxM a BMxN jsou definovány takto (M-počet bázových polynomů, N-počet dat)
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Odvození MLS:

Přepišme kriterium součtu čtverců z vektorové do složkové notace (x je libovolný, ale vzhledem k optimalizaci pevný bod)
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což je soustava algebraických rovnic pro koeficienty ai(x)
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j=1,2,…,m
odkud již přímo vyplývají výše uvedené vztahy.


Existují i jiné přístupy: SPHM (smoothed particle hydrodynamics method), RKPM (reproducing kernel particle method), PUM (particle unity method) a řada dalších – kdo se v tom má vyznat? Přehled uvádí Atluri S.N., Shen S.: The meshless local Petrov Galerkin (MLPG) method, CMES, vol.3, No.1, (2002), pp.11-51. Docela jednoduše vypadají metody typu RBF (Radial basis function), a speciální varianta zaměřená na řešení diferenciálních rovnic RBF-DQ (differential quadrature), viz Shu C., Ding H., Yeo K.S.: Local radial basis function-based differential quadrature method and its application to solve two dimensional incompressible Navier Stokes equations, Comp.Methods Appl.Mech.Engng, 192 (2003), pp.941-954

5. Implementace FEM 


V předchozích kapitolách již bylo řečeno vše podstatné, co je zapotřebí k praktické realizaci programů pro FEM. Například pro řešení stacionárních problémů je výsledkem analýzy soustava lineárních algebraických rovnic pro koeficienty aproximace řešení bázovými funkcemi
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kde jak matice soustavy (matice tuhosti) [[K]], tak vektor pravé strany jsou vyjádřeny jako integrály bázových funkcí přes celou oblast řešení. Konkrétní problém je charakterizován konkrétními integrandy, v nichž se vyskytují první nebo i druhé derivace bázových funkcí. Tyto integrály lze počítat jako součet integrálů přes jednotlivé elementy a tomuto procesu se říká fáze sestavení. Sestavení je algoritmus, který je stejný pro jakoukoliv úlohu, je tudíž stejně jako další fáze, řešení vygenerované soustavy rovnic, univerzální.

5. Lokální matice tuhosti a vektor zatížení


Při návrhu řešení konkrétního problému je dobré si představit, že systém je tvořen jen jediným elementem a pro tento jediný obecný element je třeba napsat proceduru, která definuje příspěvek elementu k matici tuhosti systému (definice lokální matice tuhosti) a stejně tak příspěvek elementu k vektoru pravé strany (lokální vektor zatížení), např.:


SUBROUTINE KLOCAL(IE,N,KL,BL)


REAL KL(N,N),BL(N)


výpočet NxN prvků lokální matice KL a N prvků vektoru BL elementu číslo IE,


např. Gaussovou integrací integrandu. N je počet stupňů volnosti elementu-


to jest počet uzlových parametrů. Např. při řešení Poissonovy rovnice 


s trojúhelníkovými elementy se třemi uzly je N=3, se šesti uzly N=6, u čtyřúhelníků


se čtyřmi uzly N=4, osmi uzly N=8 atd. Stupeň Gaussovy integrace se volí dle zadané


hodnoty N: např. u lineárních bázových funkcí (N=3) stačí jednobodová Gaussova


integrace, zatímco u kvadratických nebo bilineárních bázových polynomů (N=6 nebo


N=4) je vhodné použít vícebodovou Gaussovu integraci (např. tříbodovou


u trojúhelníků, nebo 2 x 2 u čtyřúhelníků). Bázové funkce a jejich derivace jsou 


jednoznačně určeny vektory souřadnic uzlových bodů elementu IE. Souřadnice uzlů


elementu a např. materiálové vlastnosti elementu je třeba získat z nějaké databáze


na základě indexu elementu IE: každému elementu musí být přiřazen seznam jeho


uzlů (matice konektivity, viz dále), materiálové a doplňkové geometrické

charakteristiky, tj. průměr trubky, drsnost stěny,…


END


Při definici lokálních matic tuhosti a zatížení, byly v některých případech uváděny matice odpovídající lokálnímu souřadnému systému elementu. Například u táhel a nosníků byla osa x ztotožněna s osou elementu. Soustava výsledných rovnic takto formulovaných matic by popisovala jen systém lineárně řazených elementů, což je aplikačně nepříliš zajímavé. Lokální matice tedy musí být transformovány do globálního (zpravidla kartézského) souřadného systému, který je společný pro všechny elementy. Jestliže má například táhlo lokální matici tuhosti s rozměrem 2 x 2 (dva uzly a v každém jediné posunutí ve směru osy táhla), je třeba ji transformovat na matici 4 x 4 pro rovinné konstrukce (v každém uzlu jsou dvě složky posunutí ux, uy) respektive matici 6 x 6 pro prostorové konstrukce (tři složky vektoru posunutí v každém uzlu). Zatímco matice tuhosti nosníkového prvku odvozená v předchozích kapitolách měla rozměr 4 x 4, bude mít matice tuhosti téhož nosníku rozměr 6 x 6 u rovinných konstrukcí (dvě složky posunutí a jedno natočení v uzlu). Lokální a globální souřadný systém není ovšem třeba rozlišovat když jsou uzlové parametry skaláry, např. teploty, tlaky nebo koncentrace, rozdíly se objeví jen těch elementů, kde vystupují vektory posunutí, rotací nebo rychlostí.


Transformace z lokálního do globálního souřadného systému se týká jen rotace (jediná rotace prvku u rovinné konstrukce, resp. až tři rotace u prostorové soustavy).

Příklad: Matice tuhosti táhla


Lokální souřadný systém (osa ()

Globální systém x,y (c=cos(, s=sin()
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Matice tuhosti táhla je tudíž v globálním souřadném systému vyjádřena takto
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Podobným způsobem lze odvodit i matice nosníkového prvku v globálním souřadném systému.

5. Sestavení

Čtvercové globální matice (hmotnosti, tuhosti,…) mají počet řádek a sloupců roven počtu neznámých parametrů N, což je zpravidla velmi velké číslo: takové matice většinou ani nelze ukládat celé do operační paměti – protože jsou ale řídké (většina jejich prvků jsou nuly), stačí pracovat třeba jen s pásem prvků kolem diagonály nebo s prvky, které jsou uvnitř jisté oblasti kolem diagonály (sky line). V problémech pružnosti jsou matice soustavy symetrické, takže stačí ukládat jen prvky nad diagonálou (třeba jen polovinu pásu), při řešení transportních problémů, kde jsou matice nesymetrické, se musí ukládat i prvky pod diagonálou. Algoritmizace operací s takto ukládanými řídkými maticemi je dosti komplikovaná, struktuře matic se musí přizpůsobit všechny základní maticové operace (sčítání a násobení matic) a především řešiče soustav lineárních rovnic a vlastních problémů (tj. problémů hledání vlastních čísel a vlastních vektorů matic).


Prvky globálních matic (integrály) jsou součtem korespondujících prvků lokálních matic (integrálů přes element), jenomže rozměry lokálních a globálních matic si neodpovídají. Je tedy třeba definovat korespondenci mezi indexy jejich řádků/sloupců, např. prostřednictvím matice konektivity, což je vlastně seznam indexů uzlů jednotlivých elementů. Každý řádek matice konektivity reprezentuje jeden element (a tudíž i jemu odpovídající lokální matice) a v tomto řádku jsou uvedeny indexy (globální indexy) uzlů elementu. Matice konektivity má tedy počet řádků rovný počtu elementů a počet sloupců rovný počtu uzlů elementu (obecně to nemusí být obdélníková matice – v modelu lze zpravidla kombinovat elementy s různým počtem uzlů, třeba trojúhelníky a čtyřúhelníky, takže délka řádků pak není stejná). Kdyby byla v každém uzlu právě jedna neznámá a indexy uzlů totožné s indexy neznámých (uzlu s indexem i by odpovídala i-tá neznámá a tedy i-tý sloupec globální matice), bylo by sestavení globální matice jednoduché. Např. při řešení teplotního pole (uzlu i odpovídá teplota Ti) by bylo možné sečíst příspěvky matic vodivostí trojúhelníkových elementů (dimenze 3) a lokálních vektorů tepelných zdrojů následujícím programem (ICONNECT je matice konektivity pro tříuzlové elementy)


REAL KG(1000,1000),BG(1000),KL(3,3),BL(3)


INTEGER CONNECT(1000,3)


KG=0


BG=0


DO IE=1,NE



CALL KLOCAL(IE,3,KL,BL)



DO I=1,3



     IG=CONNECT(IE,I)



     BG(IG)=BG(IG)+BL(I)



     DO J=1,3




JG=CONNECT(IE,J)




KG(IG,JG)=KG(IG,JG)+KL(I,J)



     END DO



END DO


ENDDO

Takto navržený program by fungoval pro maximálně 1000 uzlů a maximálně 1000 trojúhelníkových elementů. Zobecnění algoritmu pro případ s proměnným počtem stupňů volnosti není příliš obtížné.

5. Okrajové podmínky

Sestavená matice soustavy a vektor pravé strany již v sobě zahrnují přirozené (slabé) okrajové podmínky – jim odpovídající integrály na hranici oblasti počítá procedura KLOCAL. To nestačí a takto vytvořená matice soustavy bude ve většině případů singulární. Chybí totiž silné okrajové podmínky a ty se (zpravidla) dodávají k soustavě až ex post. Je třeba si uvědomit toto: Každý řádek matice soustavy (každá rovnice) odpovídá jedné váhové funkci a váhové funkce jsou použity i v těch uzlech (přesněji u těch rovnic), kde by měly být předepsány silné okrajové podmínky (předepsané hodnoty řešení). Nu, a protože jsou tyto silné podmínky silnější, je třeba původní rovnice (řádky matice soustavy) zrušit a nahradit je identitou




[image: image496.wmf]BC

K

F

=

F

.

Samozřejmě to jde udělat tak, že se příslušný K-tý řádek matice soustavy vynuluje, na diagonálu se dosadí jednička a do vektoru pravé strany se místo bK dosadí předepsaná hodnota (BC. Většinou se to však provádí jinak: Diagonální prvek KGKK se vynásobí nějakým velmi velkým číslem (třeba 1010) a do pravé strany se dosadí hodnota 1010(BC . Je tím dosaženo prakticky stejného efektu (ve srovnání s obrovským diagonálním prvkem jsou ostatní prvky K-tého řádku zanedbatelné), není třeba nic mazat, ale především zůstane zachována symetrie matice soustavy. Důležité je i to, že po vyřešení soustavy rovnic lze matici soustavy snadno „regenerovat“ tím, že se příslušné diagonální prvky oním velkým číslem (1010) zase vydělí, což má velký význam v případě, že matice soustavy je maticí tuhosti systému. Vynásobíme-li tuto „regenerovanou“ matici tuhosti vypočteným vektorem posunutí, získáme vektor korespondujících sil a tam, kde byly původně předepsané silné okrajové podmínky (třeba fixovaná posunutí), se objeví reakce. Je to tedy elegantní způsob dopočítávání silových nebo momentových reakcí v místech uložení.

5. Řešení soustavy algebraických rovnic

Pro řešení soustav lineárních algebraických rovnic se používají buď finitní přímé metody, které pro získání výsledku potřebují předem daný počet aritmetických operací (příkladem je Gaussova eliminační metoda) nebo metody iterační (např. Gaussova Seidelova metoda). Na první pohled by se mohlo zdát, že finitní metody jsou přesnější, protože iterační metody jen postupně (a teoreticky nekonečně dlouho) zpřesňují počáteční odhad. Opak může být pravdou, protože finitní metody jsou naprosto přesné jen tehdy, když se neuplatní vliv zaokrouhlovacích chyb operací sčítání, násobení a dělení. V reálných počítačích se ale vždy pracuje s konečným počtem cifer (32 bitů nebo 64 bitů) a u velmi velkých soustav není efekt zaokrouhlování zanedbatelný, zvláště u finitních metod, kde nutně dochází k akumulaci chyb. Iterační metody jsou zatíženy akumulací zaokrouhlovacích chyb podstatně méně a optimální postup řešení soustavy lineárních by tedy spočíval v použití např. Gaussovy eliminace a následujícím zpřesněním iterační metodou.

Fáze řešení soustavy rovnic je rozhodující pro rychlost výpočtu, protože zpravidla potřebuje mnohem víc operací než např. fáze výpočtu a sestavení matic. Např. pro Gaussovu eliminaci s plnou a nesymetrickou maticí soustavy N x N je třeba N3/3 operací typu násobení, v případě symetrické matice N3/6 operací. Pokud se pracuje jen s pásovou maticí, počet operací se sníží na N.Nb2/2, kde Nb je šířka pásu, zpravidla Nb=N/10
, což znamená cca 30-ti násobné zmenšení počtu operací. Ale i to je hodně, protože např. pro N=105 vyžaduje řešení soustavy řádově 1013 až 1015 operací, takže i počítač s výkonem 1Gflops
 (109 operací v pohyblivé řádové čárce za sekundu) bude na tuto jedinou operaci potřebovat 3 až 300 hodin. A přitom to není ani tak velká úloha, N=105 odpovídá třeba modelu turbulentního proudění v krychli cca 20 x 20 x 20. Navíc je to jen jediná iterace! Přímé řešiče se proto používají spíše u aplikací, kde není třeba iterovat, nebo prostě pro menší úlohy (např. FEMINA používá tzv. frontální metodu, která je jen speciální mutací Gaussovy přímé eliminace
). 

Iterační metody jsou na tom lépe: Každá iterace v podstatě vyžaduje počítat skalární součiny řádků matice soustavy a vektoru aproximace řešení, přičemž stačí vzít do hry jen nenulové prvky matice soustavy (u iteračních metod nedochází k zaplňování původně prázdných míst matice mezivýsledky eliminace). Počet těchto nenulových prvků řádků je roven počtu sousedních uzlů krát počet stupňů volnosti uzlového bodu. Počet sousedních uzlů u 1D problémů je průměrně 2, u 2D problémů 6 a u 3D problémů 20 až 100. Počet nenulových prvků řádků tedy není ani tak závislý na velikosti problému (na N), ale na jeho dimenzi. Je-li tedy v každém řádku cca 100 nenulových prvků matice, stačí na jednu iteraci iterační Gauss Seidelovy metody jen zhruba 100N operací typu násobení, pro N=105 tedy jen 107 operací, takže by náš 1 Gflop počítač zvládl 1000 iterací za 10 sekund (ve skutečnosti by to trvalo déle, protože nebyly uvažovány všechny operace a režie systému). Na počet operací náročnějí, ale celkově efektivnější je metoda sdružených gradientů, která spočívá v následujících krocích
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Residuum pro počáteční nástřel vektoru řešení 
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V každé iteraci (index iterace k) se pak provádí následující maticové operace
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(poměr skalárních součinů)
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Specifikum iteračních metod spočívá i v tom, že ani není nezbytně nutné sestavovat globální matici soustavy [[A]] a vektor pravé strany [b], předem (vlastně se vůbec nemusí sestavovat), protože všechny maticové operace se mohou provádět po elementech. Tato technika se nazývá “element-element” nebo “nesíťová”.

6. Příklad programu MATLAB / FORTRAN

MATLAB asi není ideálním nástrojem pro psaní programů FEM, ale jednorozměrné úlohy se v něm dají formulovat a řešit poměrně snadno. Jako příklad uvedeme stanovení rychlostního profilu v mezeře mezi dvěma dlouhými válci, z nichž ten vnitřní rotuje. To je případ rotačního reometru s konfigurací válec-válec, kdy je cílem experimentu identifikace parametrů reologického modelu (např. mocninového nebo Binghamského modelu). Reologický model je reprezentován reogramem, což je závislost mezi smykovým napětím na povrchu rotujícího válečku (které lze jednoduše přepočítat z měřeného kroutícího momentu) a rychlostí deformace rovněž na povrchu vnitřního válce, kterou je třeba odvodit ze změřené úhlové frekvence otáčení (a to už tak jednoduché není, protože rychlost deformace závisí na rychlostním profilu a ten zase závisí na reologických vlastnostech proměřované kapaliny). Pouze v případě, že štěrbina mezi válci je úzká (přesněji když R1/R2 se blíží k jedničce), bude rychlostní profil prakticky lineární a nezávislý na chování kapaliny. Cílem řešení je tedy propočítat rychlostní profil pro relativně širokou štěrbinu R1/R2<0.9 a pro různé reologické modely a z tohoto profilu vyhodnotit rychlost deformace (přesněji druhý invariant rychlosti deformace) na povrchu rotujícího válce.

Uvažujeme-li stabilní a plně vyvinuté proudění ve štěrbině, popisuje rychlostní profil Navierova Stokesova rovnice pro tangenciální složku rychlosti v (vynecháme index - vzhledem k předpokladu dostatečně dlouhého válce je to jediná nenulová složka rychlosti)
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Galerkinova metoda (
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) vede na soustavu algebraických rovnic
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doplněnou silnými okrajovými podmínkami
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Příspěvek jednoho obecného elementu (spojujícího uzly i a i+1) k matici soustavy je vyjádřen integrálem
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Takto formulovaná matice soustavy bude jak vidno nesymetrická. Když však jako váhovou funkci použijeme 
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 (a nic tomu nebrání), získáme slabou formulaci se symetrickou maticí elementu (a tím i celé soustavy)
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V elementu i, i+1 jsou nenulové jen dvě bázové funkce Ni a Ni+1, takže lokální matice elementu 2 x 2 je tvořena čtyřmi integrály 
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Vzhledem k tomu, že viskozita může být víceméně libovolnou funkcí rychlosti v a tedy i poloměru r, je lepší počítat integrál numericky - např. jednobodovou Gaussovou integrační formulí, aplikovanou na lineární bázové funkce
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(odvoďte).


Tím lze pokládat za uzavřenou teoretickou část analýzy. Další fází by mělo být nakreslení vývojových diagramů – u takto jednoduché úlohy stačí hrubý nástin



Teď lze začít psát program. U jednoúčelových programů jako je tento, příliš nezáleží na volbě programovacího jazyka, u numerických problémů zpravidla C nebo Fortran, ale i jakýkoliv jiný jazyk, nejlépe ten, který nejlépe znáte. Následující ukázka je psaná ve Fortranu:


REAL KL(2,2),KG(1000,3),BG(1000),R(1000),V(1000),NF,K,GAM(1000)


INTEGER CONNECT(1000,2)


PRINT *,‘Zadej R1, R2, omega, index toku, koeficient konzistence, N-uzlu‘


READ *,R1,R2,OMEGA,NF,K,N


NE=N-1


DR=(R2-R1)/NE


DO I=1,NE



CONNECT(I,1)=I



CONNECT(I,2)=I+1


ENDDO

C Počáteční odhad rychlostního profilu (lineární)


V1=R1*OMEGA


DO I=1,N



R(I)=(I-1)*DR+R1



V(I)=V1*(1-(I-1)*DR/(R2-R1))


ENDDO

C Opakovaný výpočet (zpřesňování rychlostního profilu)


DO ITER=1,10

C Sestavení


KG=0



BG=0


DO IE=1,NE

C Výpočet lokální matice KL elementu IE




I1=CONNECT(IE,1)




I2=CONNECT(IE,2)



RI1=R(I1)




RI2=R(I2)




VI1=V(I1)



VI2=V(I2)




DVDR=(VI2-VI1)/(RI2-RI1)

C Viskozita pro mocninový model kapaliny




VISC=K*ABS(DVDR)**(NF-1)



A=2*VISC/(RI2**2-RI1**2)



KL(1,1)=A*RI1**2




KL(2,2)=A*RI2**2




KL(1,2)=-A*RI1*RI2



KL(2,1)=KL(1,2)

C Přičtení lokální matice KL ke globální matici KB (pásové uložení – šířka pásu 3)

C mírně modifikujeme obecný algoritmus sestavení pro čtvercovou matici, uvedený výše




DO I=1,2




     IG=CONNECT(IE,I)




     DO J=1,2





JG=CONNECT(IE,J)-IG+2




KG(IG,JG)=KG(IG,JG)+KL(I,J)




     END DO




END DO


ENDDO

C Silné okrajové podmínky – použijeme trik s umělým zvětšením diagonálních prvků 

C Diagonála je druhý sloupec matice KG



KG(1,2)=KG(1,2)*1E10


BG(1)=KG(1,2)*V1



KG(N,2)=KG(N,2)*1E10


BG(N)=0

C Řešení soustavy rovnic s tridiagonální pásovou matici soustavy Gaussovou eliminaci



BET=KG(1,2)


V(1)=BG(1)/BET



DO I=2,N



GAM(I)=KG(I-1,3)/BET




BET=KG(I,2)-KG(I,1)*GAM(I)




V(I)=(BG(I)-KG(I,1)*V(I-1))/BET


ENDDO



DO I=N-1,1,-1




V(I)=V(I)-GAM(I+1)*V(I+1)


ENDDO

C Výsledkem je vektor rychlosti V(i) v uzlových bodech

C Gradient rychlosti na povrchu vnitřního válce



GV1=(V(2)-V(1))/(R(2)-R(1))


PRINT *,‘ ITERACE=‘,ITER,‘ GRADIENT V=‘,GV1


END DO


END

Přesně totéž lze napsat i v MATLABu, jako m-soubor, například viscometer.m

% vstupni data N,R1,R2,OMEGA,NF,K

ne=n-1

r=zeros(n,1);

v=zeros(n,1);

dr=(r2-r1)/ne;

for i=1:ne

    connect(i,1)=i;

    connect(i,2)=i+1;

end

v1=r1*omega

for i=1:n

    r(i)=(i-1)*dr+r1;

    v(i)=v1*(1-(i-1)*dr/(r2-r1));

end

for iter=1:10

    kg=zeros(n,3);

    bg=zeros(n,1);

    gam=zeros(n,1);

    for ie=1:ne

        i1=connect(ie,1);

        i2=connect(ie,2);

        ri1=r(i1);

        ri2=r(i2);

        vi1=v(i1);

        vi2=v(i2);

        dvdr=(vi2-vi1)/(ri2-ri1);

        visc=k*abs(dvdr)^(nf-1);

        a=2*visc/(ri2^2-ri1^2);

        kl(1,1)=a*ri1^2;

        kl(2,2)=a*ri2^2;

        kl(1,2)=-a*ri1*ri2;

        kl(2,1)=kl(1,2);

        for i=1:2

            ig=connect(ie,i);

            for j=1:2

                jg=connect(ie,j)-ig+2;               

                kg(ig,jg)=kg(ig,jg)+kl(i,j);

            end

        end

    end

    kg(1,2)=kg(1,2)*1e10;

    bg(1)=kg(1,2)*v1;

    kg(n,2)=kg(n,2)*1e10;

    bg(n)=0;

    bet=kg(1,2);

    v(1)=bg(1)/bet;

    for i=2:n

        gam(i)=kg(i-1,3)/bet;

        bet=kg(i,2)-kg(i,1)*gam(i);

        v(i)=(bg(i)-kg(i,1)*v(i-1))/bet;

    end

    for i=n-1:-1:1

        v(i)=v(i)-gam(i+1)*v(i+1);

    end

    gv1=(v(2)-v(1))/(r(2)-r(1))

end

end

7. Porovnáním textu napsaného v MATLABu a ve Fortranu vysvitne, že rozdíly jsou víceméně formální (úkol: popište jaké). Výsledky jsou pro stejná data shodné, výhodou MATLABU je to, že lze prohlížet výsledky interaktivně, např. vykreslit rychlostní profil (PLOT(R,V)) ex post, kdežto ve Fortranu je třeba zavolat příslušnou grafickou proceduru přímo v těle programu. Diametrální jsou ovšem rozdíly ve výkonu: pro N=10000 a 100 iterací potřeboval MATLAB na výkonném paralelním serveru GIN 122 sekund, zatímco Fortranskému programu na mém obyčejném PC stačilo 1.26 sekundy (tj. řešení bylo 100 krát rychlejší). Žádné překvapení: MATLAB je interpret, nepřekládá předložený text, nýbrž ho až v průběhu řešení znovu a znovu po jednotlivých příkazech analyzuje a interpretuje.

8. Identifikace modelu, optimalizace, Lagrangeovy multiplikátory

V předchozích kapitolách byly popisovány principy konstrukce matematických modelů, založených na mechanice kontinua. I tyto modely, a nejenom modely typu „black box“ , je třeba ověřovat experimentem. Zvláště u jednodušších modelů (1D) je řada parametrů neznámých (třeba součinitel přenosu tepla, aktivní průtočný objem reaktoru,…) a ty je třeba identifikovat porovnáním predikce modelu s experimentem (např. porovnáním naměřených a vypočtených teplot, tlaků, průtoků v různých časech ti). 

Jako kriterium shody se používá

-součet čtverců odchylek 
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-součet absolutních hodnot odchylek 
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 - robustnější kriterium (méně citlivé na velké odchylky). 

Cílem je tedy nalezení vektoru parametrů 
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 (M-parametrů), který minimalizuje funkci 
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- tzv. volná optimalizace. Někdy ale musí vektor parametrů splňovat dodatečné podmínky, buď nerovnosti nebo rovnice,
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V případě omezení typu K- rovnic je principiálně možné tyto rovnice řešit, vyjádřit K-parametrů jako funkce těch zbývajících a snížit tím počet volných parametrů na M-K. Většinou to ale tak jednoduše nejde a problém optimalizace M-parametrů s K-omezeními se převádí na problém volné optimalizace M+K parametrů modifikované funkce
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kde 
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 jsou dodatečné optimalizované parametry, zvané Lagrangeovy multiplikátory. Tak se i metoda nazývá – metoda Lagrangeových multiplikátorů. Ověření: Stačí vyčíslit všechny první derivace vzhledem k optimalizovaných parametrům 
[image: image524.wmf]K

M

a

a

l

l

,...,

,

,...,

1

1

 a položit je rovny nule (podmínka volné optimalizace)

Derivace dle ak
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Derivace dle multiplikátorů

[image: image526.wmf]0

=

=

¶

¶

k

k

L

g

s

l



(což jsou ony omezující podmínky)

a současně ale platí, že nejenom funkce gi ale i všechny jejich první derivace musí být nulové.

Příklad, který již byl řešen v předchozích kapitolách:

Výpočet rychlostního pole při plouživém proudění nestlačitelné kapaliny. Problém lze formulovat následovně: Najdi rychlostní pole, které minimalizuje celkový dissipovaný výkon 
[image: image527.wmf])

(

v

W

r

, a současně splňuje rovnici kontinuity. Rovnice kontinuity představuje omezující podmínku 
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 a metoda Lagrangeových multiplikátorů vede na optimalizační problém typu
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kde Lagrangeovy multiplikátory mají fyzikální význam tlaku v místech i, kde požadujeme splnění rovnice kontinuity. 

Numerické metody hledání minima kriteria shody s lze klasifikovat takto


U modelů konstruovaných např. na bázi konečných prvků nelze výpočet prvních derivací kritera shody s provést jinak než numericky, derivace se musí aproximovat diferencemi. To ovšem znamená, že pro vyhodnocení stavu, který odpovídá návrhovému parametru 
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, je třeba provést M+1 řešení problému (pro hodnotu 
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 a pro maličko změněné hodnoty jeho komponent). Metody bezderivační jsou z tohoto hlediska výhodnější.

8. Deterministické metody 


Deterministické metody hledání minima 
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nepoužívají generátor náhodných čísel. Jsou buď nederivační (bisekce, zlatý řez), kdy stačí vyčíslovat jen funkční hodnoty optimalizované funkce 
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, nebo derivační, vyžadující znalost alespoň všech prvních parciálních derivací modelu dle optimalizovaných parametrů
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8. Zlatý řez- nederivační optimalizace jednoho parametru

Metoda zlatého řezu je vhodná jen pro ten nejjednodušší případ hledání optima jediného parametru a dá se použít tehdy, když je lokalizován interval, v němž existuje již jen jedno lokální minimum. 

Princip metody je založen na zužování intervalu neurčitosti porovnáním dvou hodnot uvnitř intervalu, viz. obrázek:


Optimální pozice dvou bodů uvnitř intervalu není kupodivu uprostřed (metoda půlení intervalu), nýbrž v tzv. zlatém řezu, protože pak stačí v každém kroku nově vyhodnocovat jen jedinou hodnotu s(a). Poloha zlatého řezu intervalu A-B je dána rovnicí
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Vtip metody spočívá v tom, že např. bod C2, který je zlatým řezem intervalu A-B je současně i zlatým řezem „zkráceného“ intervalu C1-B. Při postupném zkracování intervalu neurčitosti (původní interval A-B), bude v prvním kroku zkrácen na A-C2, přičemž dříve vypočtená hodnota C1 je již ve zlatém řezu tohoto zkráceného intervalu. Protože se při každém vyčíslení funkční hodnoty zkracuje interval neurčitosti v poměru 0.618, stačí např. 10 vyčíslení predikce modelu ke zpřesnění intervalu neurčitosti více než 100 krát. Poznamenejme, že u bisekční metody půlení intervalu (každé zkrácení intervalu vyžaduje dvě hodnoty optimalizované funkce těsně vedle sebe uprostřed) se původní interval při vyčíslení predikce10 krát zúží jen zhruba 30 krát. 

8. Gaussova metoda nejmenších čtverců, gradientní m.

Metody zlatého řezu jsou vhodné jen pro optimalizaci jednoho parametru. Při optimalizaci víceparametrového modelu je nejběžnější Gaussova iterační metoda (a její mutace, metoda Marquard Levenberg), využívající informace o prvních derivacích modelu (všechny první derivace musí být v bodě minima nulové), přičemž se vychází z kriteria minima váženého součtu čtverců odchylek. Základem metody je linearizace modelu v okolí aktuálních hodnot operačních parametrů, které se v jednotlivých iteracích postupně zpřesňují. 

Princip Gaussovy metody lze shrnout takto:

· Vyjdi z kriteria součtu čtverců odchylek hodnot (i od predikce modelu

· Vypočítej derivaci součtu čtverců vůči všem optimalizovaným parametrům a polož =0.

· Ve výsledné rovnici linearizuj predikci modelu prvním členem Taylorova rozvoje. 

· Výsledkem je soustava M-lineárních rovnic pro zpřesněné hodnoty M-parametrů modelu.

Detailněji

Součet čtverců odchylek 
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Podmínka minima (lokálního)  
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Předpoklad: známe odhad parametrů 
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, např. z předchozí iterace.

Linearizace modelu 
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což je soustava M-lineárních algebraických rovnic pro parametry 
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, přičemž matice soustavy i vektor pravé strany závisí na odhadu parametrů z předchozí iterace 
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Matice soustavy [[A]].[a]=[b]
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Metoda funguje dobře pokud je linearizace modelu dostatečně přesná, tj. když jsou druhé derivace dostatečně malé, nebo když je odhadnutá hodnota a0 blízká optimu, viz obr. 

Aplikace:

· Regresní analýza pro lineární i nelineární modely – fitování. Příklad: aproximace „chvostu“ odezvy 
[image: image546.wmf]c
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 a pak stačí jediná iterace (druhé derivace modelu jsou vzhledem k parametrů lna, b nulové). Pro c(0 model linearizovat nelze a musí se iterovat.

· Metoda nejmenších čtverců se používá i v tzv. nesíťových metodách řešení dif.rovnic (viz kapitola o bázových funkcích).

Gradientní metoda

Pokud Gaussova metoda nekonverguje (špatný počáteční odhad parametrů) je možné měnit vektor parametrů po malých krůčcích ve směru gradientu (přesněji proti směru gradientu) minimalizované funkce
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 určuje velikost krůčku (vektor gradientu 
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s

Ñ

 určuje směr, 
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 velikost).

8. Stochastické metody


Nevyžadují výpočty prvních derivací. Do této skupiny náleží genetické a evoluční algoritmy, vyvíjené na základě principů evoluce na úrovni DNA. 

· Náhodně se vygeneruje populace jedinců (chromozomů)

· Dle jistých kriterií se hodnotí kvalita jedinců a tvorba párů

· Tvorba nových potomků (s uvažováním náhodných mutací)

· Porovnání nových potomků se starými a zamítnutí nevhodných

· Opakování 

SOMA (Self Organising Memetic Algorithm). Algoritmus vlčí smečky
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� V ruské odborné literatuře se místo Galerkinovy metody hovoří o Bubnovově metodě. s poukazem na jeho práci publikovanou v roce 1914 (Bubnov I.G.: Stroitelnaja mechanika korablja. II. SPB-Tipografija morskogo ministerstva – Bubnov byl konstruktér válečných lodí). Galerkin publikoval své práce až v třicátých letech Galerkin B.G. K voprosu ob issledovajii naprjazenij i deformacij v uprugom izotropnom tele, Doklady Akademii Nauk SSSR, 1930, Ser.A, No.14, s.353-358. Metoda konečných prvků jako specifická aplikace Galerkinovy metody však vzniká až mnohem později, v souvislosti s analýzou havárií britského proudového letadla Comet. Turner M.J. et al: Stiffness and deflection analysis of complex structures. J. of Aeronautical Sciences, 23, pp.805-823 (1956).


� Šířku pásu lze zmenšit vhodným přečíslováním uzlových bodů u 3D problémů (např. algoritmem Cuthill Mc Kee, který minimalizuje maximální rozdíl indexů sousedních uzlů). U 3D problémů se dosáhne zmenšení šířky pásu na typicky Nb = N/100.


� Blue Gene/L IBM (130000 procesorů) cca 300000 Gflops, Cray XT3 (4000 procesorů) cca 20000 Gflops, Pentium Xeon 3.2 GHz (1600 procesorů) cca 3000 Gflops, vaše PC bude pravděpodobně pod 1 Gflops, mé Pentium 2.41 GHz má reálný výkon cca 0.1 Gflops.


� Frontální metoda je charakteristická tím, že fáze sestavení rovnic z lokálních matic elementů probíhá současně s řešením. V tom okamžiku, když už je některý řádek matice soustavy kompletní (tj. když už se jemu odpovídající uzel nevyskytne v žádném z následujících elementů), může být eliminován (dopředný chod Gaussovy eliminace) a uložen na disk. S eliminací je ovšem dobré ještě chvíli počkat, tj. pokračovat v sestavování dalších rovnic, protože pak lze pro eliminaci vybírat tu nejvhodnější rovnici (s největším diagonálním prvkem), což zmenší zaokrouhlovací chyby ale za cenu zvýšení nároků na operační paměť a prodloužení doby výpočtu. U frontální metody prakticky nezáleží na číslování uzlů, ale na vhodném seřazení elementů v matici konektivity tak, aby délka fronty ještě nedokompletovaných uzlů byla co nejmenší. Frontální metodu poznáte podle toho, že mění znaménka indexů uzlů v matici konektivity: tím si totiž značkuje poslední výskyt uzlů v seznamu elementů.
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